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1 Codes, een inleiding

1.1 Inleiding

Bij dit vak willen we codes bestuderen. Codes zijn een manier om data te
versturen. Op het moment dat deze te versturen data is omgezet in een
ASCII-code of iets dergelijks, kan er worden gedacht aan een manier van
encoderen: hoe zet je de tekens om in een code die verstuurd kan worden,
welke sleutel gebruik je hiervoor. Deze code kan worden verstuurd en als
degene die het codewoord ontvangt de vertaalsleutel bezit, kan hij de originele
data uit de code halen.

In principe zijn er twee redenen om de manier van coderen te bestuderen. Ten
eerste kan het de bedoeling zijn om vertrouwelijke informatie op te sturen.
Het is dan de bedoeling dat alleen degene, die de data behoort te ontvangen,
de vertaalsleutel heeft en dat anderen zeer moeilijk achter de vertaalsleutel
kunnen komen. Dit gebruik wordt bestudeerd in de cryptografie.

In coderingstheorie gaat het om een ander gebruik. Hierbij is het de bedoeling
dat de data zo goed mogelijk ontvangen wordt. Immers bij het versturen van
de code kan er de nodige ruis ontstaan. De ontvangen codewoorden zijn niet
altijd hetzelfde als de verstuurde. Vragen als hoe je deze ruis kunt herkennen
en hoe je de ruis volledig kunt corrigeren, staan centraal in dit vak.

In dit vak gaan we daarom op zoek naar codes die de nodige robuustheid
hebben en die binnen een bepaalde foutmarge toch de juiste data uit het
ontvangen woord weten te verkrijgen.

1.2 Praktische voorbeelden

Codes zie je overal om je heen, kijk maar naar de streepjes-code op een pak
melk, de ISBN-code op een boek, de 10-cijferige code op een bankbiljet en ga
zo maar door. Deze codes hebben een ingebouwde ‘parity-check’, zodat kan
worden nagegaan of zo'n code werkelijk goed is ingevoerd in een computer.
Een voorbeeld is de beroemde ISBN-code. De code van het boek Introduction
to Coding Theory and Algebraic Geometry van Jacobus H. van Lint en Gerard
van der Geer is
3 — 7643 — 2230 — 6

In het algemeen is de ISBN code een 10-cijferige code (a1, ag, ..., a1g), met de
volgende parity-check:

10-a1+9-a2+8-a3+---+2-a9+1-a;0=0mod 11
en inderdaad geldt bij het bovengenoemde voorbeeld

10-3+9-74---42-0+1-6 mod 11 =0 mod 11,
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zoals eenvoudig is na te rekenen. De nummers op een Nederlands bankbiljet
bestaan uit 10 cijfers (ay, ag, ..., a10), met als parity-check

a1 +ag + ---+ ag m0d950,
controleer maar in een voorbeeld.

De kunst nu is om zulke codes te maken die veel fouten kunnen verbeteren.
Een voorbeeld van zo’n ‘goede’ code is de Reed Solomon - code die gebruikt
wordt in CD’s. Hiermee is ook direct het grote voordeel van CD’s boven
LP’s blootgelegd: Wanneer er ook maar één enkel krasje op een LP zit, kun
je hem wel weggooien, terwijl zelfs een gaatje in een CD niet eens altijd tot
verlies van geluidskwaliteit leidt. Maar probeer dit toch liever niet met je
favoriete discs. . ..

Allereerst zullen we echter een aantal begrippen moeten invoeren
waarmee we codes nauwkeurig kunnen beschrijven.

1.3 Een aantal elementaire definities

Wat is nu precies een code? Beschouw een lichaam F', dan definiéren we een
code van lengte n als volgt:

Definitie 1.3.1 FEen code van lengte n is een niet lege deelverzameling C'
van F". FEen element c € C' noemen we een woord in de code.

In het vervolg van dit dictaat zullen we alleen met eindige lichamen werken,
genoteerd als F,, het lichaam met ¢ elementen. Een code C is dan een
deelverzameling van Fy. We hebben dus voor een woord ¢ € C, dat ¢ =
(ag,...,an_1), met a; € F,. De a; worden ook wel de coéfficiénten van
het codewoord ¢ genoemd. Bij deze definitie van een code kunnen we een

afstandsbegrip invoeren.

Definitie 1.3.2 Laat ¢, ¢ € Fy, dan is de Hammingafstand van c; en co,
genoteerd als d(cy, c3), per definitie het aantal coéfficiénten waarin ¢ en cy
verschillen.

Merk op dat direct uit de definitie volgt dat d voldoet aan
(i) d>0end(c, ) =0 ¢ = ey;
(i) d(cr,c0) = d(co, 1);
(iii) d(cy,e0) < d(eq,c3) + d(ea, c3).
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Dit zegt precies, dat d een metriek is op F; (en dus ook op elke code C
binnen Fy ).

We willen graag codes hebben die in staat zijn zoveel mogelijk fouten
te herstellen die tijdens het versturen zijn ontstaan. Fouten zijn gemakke-
lijker te herstellen als de afstand tussen de woorden van de code groot is.
Een goede code is dus een code waarbij de afstand tussen de woorden van
de code groot is. Als maat hiervoor introduceren we de minimale afstand
van een code:

Definitie 1.3.3 De minimale afstand van een code C, notatie d,,;,, is

Amin =  min  d(cy, o).

min e1,65€C,e1 ¢ ( 1 2)

Hiermee kunnen we een kleine stelling formuleren die iets zegt over de mo-
gelijkheid van foutcorrectie:

Stelling 1.3.4 Laat C een code zign. Als0 < m < me”‘ en c 18 een ontvangen
woord, met d(c,c;) = m voor zekere ¢; € C, dan is, mits mazimaal m fouten
ziyn gemaakt, het verzonden woord c;.

Bewijs. Stel het verzonden woord is co € C met ¢y # ¢, dan weten we
dat d(c,co) < m, omdat er maximaal m fouten zijn gemaakt. Er volgt dan,
dat d(c1,c2) < d(er,e) + d(ca,¢) < m+ m < dpin, maar dit kan niet want
d(c1,¢3) > dpin en dus is het verzonden woord ¢;. O

Tot nog toe weten we vrij weinig van een code: het is een deelverzameling
van Fy. Om de codes wat gemakkelijker te kunnen beschrijven, zullen we nu
gaan kijken naar lineaire en cyclische codes.

Definitie 1.3.5 Fen lineaire code C is een code C' C Fy, die een lineaire
deelruimte is van Iy .

Een lineaire code C is zelf dus een lineaire ruimte over IF,. We noteren een
lineaire code C als [n, k, d]-code indien

(i) n = lengte van de code;
(ii) k£ = dimg, (C);
(ifi) d = dumin.

Propositie 1.3.6 Zij C C I} een lineaire code, dan geldt

('UOP"ﬂvn*l)EC\{O}
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Dus de minimale afstand is niets anders dan het minimale aantal coéfficiénten
ongelijk aan nul van niet nul-woorden in C.

Bewijs. We noteren codewoorden b,c € C als b = (by,...,b,_1) en ¢ =
(co,---,Cn1). Dan geldt

Amin = in d(b,c) = 1 tal b; —¢; #0) = mi tal ¢; # 0
3 00,) = iy, foantal b= i 2 0) = auiy (aantal ¢ 70)

omdat met b en ¢ ook b — ¢ een codewoord is. O

Definitie 1.3.7 FEen cyclische code is een code C' C Iy zodanig dat als ¢ =
(coy---yCn1) € C dan ook (cy,...,ch-1,c0) € C.

Bij een code C definiéren we als volgt de duale
n—1
Ct ={(ap,...,an-1) €Fy [ Y a;c; =0 V(co, ..., com1) € C}.
i=0

Opmerking 1.3.8 (i) Wat C ook moge zijn, C* is altijd lineair.

(ii) Als C een [n, k,d]-code dan is C* een [n,n — k,?]-code, immers als C

over I, als basis {vq,...,vx} heeft, dan horen bij de vergelijking
V1 Qo
=0
(3 Un—1

precies n — k vectoren die een basis vormen voor de oplossingen van de
vergelijking. Immers, de matrix hier met de vectoren v; als rijen heeft
rang k en dus n — k als dimensie van de kern. En deze kern bestaat
precies uit de vectoren die in C* zitten.

Het is niet zo direct duidelijk wat de minimale afstand van een code C*
zou kunnen zijn. Een grens ervoor is te vinden uit de volgende algemene
relatie tussen de parameters n, k, d van een [n, k, d]-code.

Lemma 1.3.9 Voor een willekeurige [n, k,d]-code geldt d <n — k + 1.

Bewijs. Als we van alle codewoorden hun laatste d—1 coéfficiénten weglaten,
blijven ze nog steeds allemaal verschillend. Deze bewerking levert daarom een
injectieve, lineaire afbeelding van de code naar Fg_d“. Dus is de dimensie
van onze code hooguit n — d + 1, met andere woorden k£ < n — d+ 1 oftewel
d<n-—k+1. O
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1.4 MDS codes

Definitie 1.4.1 Fen ‘multiple distance separable’ (MDS) code is een line-
aire code met parameters [n, k,n + 1 — k.

Uit Lemma 1.3.9 blijkt dus, dat voor zo'n code de minimale afstand tussen
de codewoorden maximaal is.

Stelling 1.4.2 De duale van een MDS-code is weer een MDS-code.
Bewijs. Stel C is een [n,k,n + 1 — k]-code over F,. Per definitie is dan
ct= {(a1,a9,...,a,) € F; | a1-v14a9-v9+. . Aan-v, =0, YV (v1,09,...,0,) € C}.

We weten al dat de lengte van C* gelijk is aan n en de dimensie over F, is
gelijk aan n — k. Laat d de minimale afstand zijn van de code C*, dus

d = min  {# coéfficiénten waarin v en w verschillen }
vweCL v£w

= min {# coéfficiénten waarin v # 0}.
0£veCt
We weten vanwege Lemma 1.3.9 dat
d<n—(n—k)+1=k+1.

Om gelijkheid te bewijzen, moeten we dus nog de andere kant op.

Stel dat in de code C* de minimale afstand < k is, dan bestaat er dus een
woord (0,0,...,0) # (wy,ws,...,w,) € Ct, dat hoogstens k coéfficiénten #
0 heeft. Zeg dat w;,, ws,, ..., w;; # 0 zijn, met 1 <4; <1y <...<i; <nen
j < k. Beschouw nu de oorspronkelijke code C', en wel in het bijzonder de
n — k coéfliciénten, van woorden in C, met de volgende eigenschap:

{i1,42,...,1;} is een deelverzameling van de verzameling van indices, die
corresponderen met de overige k coéfficiénten. Dus we kiezen 1 < [} <
ly < ... <l < n zodanig dat iy,4,...,4; € I := {l1,ls,...,lx}. Bij een
woord v = (v1,v2,...,v,) € C bestuderen we dan de coéfficiénten v,, met
rel¢:= {1,2,...,n}\{ll,lg,...,lk}.

Stel nu dat v,w € C en v # w, dan verschillen v en w in tenminste n+1— k&
coéfficiénten. Wanneer we nu de coéfficiénten die corresponderen met de
indices uit /¢ weglaten, dan geldt nog steeds v # w. Doen we dit bij alle
woorden in C, dan geeft dit een ‘nieuwe’ code in F’;, van dimensie k£ en
minimale afstand 1. Deze ‘nieuwe’ code heeft ¢* woorden, dus deze code is
gelijk aan de hele ]F’;. Er geldt:

{(ys Vigy -« 0r) | (v1,09,...,0,) € C} :]F’;.
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Van een woord v € C kennen we dus de coéfficiénten v, waar r € I. Omdat
{i1,%2,...,7;} C I kunnen we de volgende woorden in C definiéren:

e = (e ey mete) =1 en e =0, reI\{i},

i1

el? = (ef),eg), ...,e 2)) met e =1 en e£2) =0, r € I\{iz},

n 12

eld) = (egj),egj), o e9) met eg) =1 en ¥ =0, reI\{i}.
Omdat w ‘loodrecht staat’ op de woorden eV, e® ... eU) zien we, omdat

w, = 0 voor alle r € I¢, dat
’U)Z'1 :wh:---:wij :0

Dit is echter in tegenspraak met de aanname dat w # 0. Dus de minimale
afstand is groter dan k£, ofwel d > k + 1. Met bovenstaande geldt dus

d=k+1.

Hiermee is bewezen dat de duale van een MDS-code wederom MDS is. O

Tenslotte definiéren we de gewichtsverdeling van een code.

Definitie 1.4.3 Zij C een code env = (vg,...,vn_1) € C, dan is het gewicht
van v, genoteerd als w(v), het aantal coéfficiénten ongelijk aan 0 in v.
De gewichtsverdeling s een afbeelding:

{0,...,n}—>Z20

gegeven door i — A; waarbij A; = aantal woorden in C' met gewicht i.
Het gewichtsverdeling-polynoom is Po(X) = Ao+ A1 X + ...+ A, X"

Merk op dat Pg(l) = #C en in het geval van een lineaire code
ordg(Pc(X) — Ag) = dpin. Immers, volgens Propositie 1.3.6 is dm =
Min,—(yg,...0n_)ec\ {0} F1ilvi # 0}. Laat v = (vg,...,v,—1) € C\{0} met
w(v) = dpin, dan is A; = 0 voor 1 < i < w(v), omdat er anders een
v € C\{0} bestaat met w(v') < dpin, zodat d(v',0) < dppin (0 € C, want C
is een lineaire code). Er geldt ook dat A, ) # 0, omdat v € C. Hieruit volgt
dat ordy(Pc(X) — Ag) = ordO(Aw(U)X”’(”) +...+ A X") = w(v) = dpin.
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2 Codes beschreven met algebra

2.1 Lineaire cyclische codes over F,

We gaan nu kijken naar codes C met C' C Iy die lineair en cyclisch zijn. We
proberen daar met behulp van enige algebra wat meer over te zeggen.

Voorbeeld 2.1.1 Laat C C F5, met C lineair en cyclisch. Omdat C lineair
is, is C' een vectorruimte over F,. We kunnen in F5 codes C' maken met
dimensie 0,1,2 en 3.

Als nu (1,0,0) € C, dan volgt wegens het cyclisch zijn dat ook
(0,1,0),(0,0,1) € C, maar dan zitten er in C drie onathankelijke vecto-
ren, zodat dimg, C = 3 en dus geldt C = 5.

Duidelijk is dat C' = {(1, 1, 1)) een lineaire, cyclische code is met dimp, C = 1.
Tenslotte een code met dimensie 2: beschouw C = {v = (vy,v9,v3) € F5 |
v1 + vy + v3 = 0}, dan is C een lineaire deelruimte van F5 en zelfs geldt
C =4{(0,0,0),(0,1,1),(1,0,1),(1,1,0)} en dus C is ook cyclisch. De dimen-
sie van C' is 2. De genoemde codes, plus de code bestaande uit alleen maar
de nulvector, zijn de enige lineaire cyclische codes in F5.

2.1.2 Uit de algebra weten we dat Fy als vectorruimte isomorf is met
R = F,JX]/(X"-1) = {ap+ a1 X+ ...+ a,1 X" " mod (X" — 1) |
ao, ..., an—1 € Ty}, via het isomorfisme g dat (bo,...,b,—1) € F; afbeeldt
op bo+ b X +...+ bn_an_l mod (Xn — 1) € R.

In het vervolg noteren we elementen uit R als f € R, waarbij dan f € F,[X].
Een lineaire, cyclische code C' C Fy wordt dan afgebeeld op C C R. Welke
eigenschappen heeft C als C lineair en cyclisch is?

Dat C lineair is, betekent voor C dat:

(i) 0 € C, immers (0,0,...,0) € C;

(i) fi,f2€C,ac F, = fi—afs € C, immers als f; = g(c;), dan ¢; —acy €
Cendus f1 —afs = g(c; —acy) € C.

C is tevens cyclisch, oftewel (bg, b1, ...,bp_1) € C = (bp_1,bo,-..,bp_2) € C.
Vertaald naar C betekent dit: f = by+b,X +...+b,_1 X" mod (X"—1) €
C = byt +bX +...4 b oX""mod (X" —1) € C. In R geldt
bn—l + boX —+ ... +bn_2Xn_1 mod (Xn - 1) = bn—l +b0X +...+ bn_QXn_l +
bn_l(Xn—]_) mod (X’n_]_) = b0X+ . .+bn_2Xn71+bn_1Xn mod (Xn_l) =
X(b() + ...+ bn_anfl) mod (Xn — 1) = X—f

Hiermee hebben we aangetoond dat cyclisch zijn voor C niets anders bete-
kent dan: fe C = XfeC.
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Dit gegeven samen met het feit dat C lineair is, levert ons dat voor wille-
keurige f € C,g € R ook het produkt fg = gf € C. Onze derde eigenschap
wordt daarmee

(i) fe C,ge R= fg,gf €C.

De eigenschappen (i),(ii) en (iii) definiéren precies het begrip ideaal, we kun-
nen dus concluderen dat

Stelling 2.1.3 C C R is lineair en cyclisch < C is een ideaal.

Met deze stelling is de vraag hoe we lineaire en cyclische codes kunnen vinden
in F; gereduceerd tot de vraag hoe we idealen kunnen vinden in R. Deze
vraag beantwoorden we met de volgende stelling.

Stelling 2.1.4 I is een ideaal van R < I = fR met f | X™ — 1.

Bewijs. Uit de derde isomorfiestelling voor ringen volgt dat elk ideaal I in
R het beeld is onder de kanonieke afbeelding van een ideaal J in F,[X]| met
(X™ —1) C J. Uit de algebra weten we verder dat een polynoomring een
hoofdideaalring is. J is dus te schrijven als f-F,[X], dus (X" —1)-F,[X] C
f - F,[X], en dat betekent precies f|X™ — 1, dus I is te schrijven als f - R,
met f|X™ — 1. O

Voorbeeld 2.1.5 Bekijken we weer als in het voorbeeld 2.1.1 codes in F3,
dan hebben we R = F,[X]/(X® —1)en X?> -1 = (X +1)(X*+ X + 1),
zodat we alle lineaire cyclische codes krijgen door achtereenvolgens de idealen
(1), (X +1),(X?>+ X +1) en (X®—1) te bekijken (voor het gemak laten we
de streep op elke klasse f hier weg): (1) = R en heeft dus dimensie 3. Verder
(X+1) = {0,1+ X, 1+ X? X +X?} met dimensie 2, deze correspondeert met
C =4{(0,0,0),(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)}, zoals we die in het vorige voorbeeld
gevonden hebben. (X2+X+1) = {0,1+X+X?} en tenslotte (X3—1) = {0}.

Voor zo’n lineaire cyclische code C = fR, met f | X" —1 hebben we ook een
uitdrukking voor de dimensie van C over F,.

Stelling 2.1.6 Laat f | X™ — 1 € F,[X], dan heeft de code (f) dimensie
n—gr(f).

Bewijs. We weten met de derde isomorfiestelling dat R/fR = (F,[X]/(X"—
1)/(f) 2 F,[X]/(f), zodat ook het aantal elementen van beide verzamelin-

gen gelijk moet zijn. Ditis #R/fR = ? = #F,[X]/(f) = &P = #(f) =
g,

En dus volgt, dat dimg, (f) = n — gr(f). O
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Opmerking 2.1.7 Met behulp van de voorgaande stelling 2.1.6 is vervolgens
eenvoudig een basis voor de cyclische code C := (f) C F,[X]/(X" — 1), voor
een f|X™ — 1, te halen. Namelijk, schrijf & = gr(f). Elk van de elementen
Xif zit in C, en als we schrijven f = Z?:o a; X7, dan corresponderen deze
elementen voor ¢ < n — k — 1 met de rijtjes

(ao,...,ak,O,...,O), (0,&0,...,a,k,o,...,0),...,(0,...,0,@0,...,(Zk) G]FZ

Deze rijtjes zijn lineair onathankelijk, want de eerste n—k coordinaten vormen
de rijen van een bovendriehoeksmatrix met determinant # 0. We vinden
dus evenveel onafhankelijke elementen als de dimensie van C, dus kennelijk
vormen die elementen een basis.

2.2 Cyclische zelfduale codes

We gaan proberen zelfduale, lineaire, cyclische codes van lengte n te constru-
eren.

Oplossing:
Als C' een zelfduale lineaire cyclische code is in F, met, zeg, dimensie over
[, gelijk aan k, dan moet n even zijn. Immers

C iseen [n,k,d]-code => C*+ iseen [n,n — k,?]-code.

Als nu C+ = C, dan moeten de dimensies gelijk zijn, dus n — k = k, waaruit
volgt n = 2k is even. Eerst wat heuristiek:

lengte 2 Neem C C F2, gedefinieerd door
C=(1,1)).

Dus €' = {(0,0), (1,1)}.
Stel nu dat (z1,73) € C*, dan geldt

1+ 29 =0= 21 = 29,

dus (0,0) en (1,1) zijn de enige woorden die in C* zouden kunnen zit-
ten. Echter door directe verificatie volgt dat deze woorden ook daad-
werkelijk loodrecht staan op de woorden in C. Conclusie:

Cc*+={(0,0), (1,1)}=C.
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lengte 4 Neem C C Fj, gedefinieerd door

C =((0,1,0,1), (1,0,1,0)).

Dan is C' = {(0,0,0,0), (1,0,1,0), (0,1,0,1), (1,1,1,1)}.
Als nu (z1, T2, T3, 74) in C* zit, dan geldt:

r+x3 = 0
Tog+x4 = 0
X1+ Ty +2T3+2x4 = 0

Merk op dat (3) overbodig is.
We hebben dus de volgende mogelijkheden:

(o-(1) ()
() ()

en

Anders gezegd: de woorden (0, 0,0,0), (0,1,0,1), (1,0,1,0), (
kunnen in C zitten. Wederom door directe verificatie blijkt dat

ct=cC.

Eerst nu een stukje algemene theorie:
We weten dat een lineaire, cyclische [n, k, d]-code C C F, correspondeert met
een ideaal

C = (f) CF,[X]/ (X" —1), waar deg(f) =n —ken f | X" — 1.
Stel nu dat X™ —1 = f(X) - ¢g(X), dan geldt

Claim:
g 1
Gt = (¢F) CF,[X]/ (X" —1) waar g"(X) = X*-g (}
Bewijs:
Stel
f(X) =a0+a1X+...+an_1Xn—1
en
g(X) = bO —+ le 4+ -+ bnianflj
met

X" —1=f(X) g(X).

11

1,1,1,1)
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Dit uitschrijven levert:
X"—-1 = a,ob()
+ (a0b1 + G,lbo)X
+ (aon + a1b; + agbo)XZ

+

(apbp—1 + a1by_o + -+ -+ an_oby + Gnﬂbo)Xn*l
(a1bn—1 + agby_o + -+ + an_oby + an_1b1) X"
+ (agbp—1 + asbp—o+ -+ + an_obs + an—le)Xn+1

_|_

+ (an73bn71 + an72bn72 + anflbn73)X2n_4
+ (an—an—l + an—lbn—Q)in_g
+ (a/n—lbn—l))(Qn_1

Bekijk de (n — 1)¢ coéfficiént:
aobn,l + albn72 + -+ an,le + an,1b0 = 0.
En verdere bestudering van coéfficiénten levert ook

gflbnfl + U,an72 + -+ an,1b5+ Aoy — 0.

-~
=1

1

Evenzo

G2bp—1 + agbp_o + -+ + an_2b3 + an_1bz + aob1 + a1y =0,

~
=0 =0

Ap—1bp_1 + agbp_o + - - - + A _3b1 + an_2by = 0.
—— ~- -~
=0 coéff. voor X7=2 dus = 0

We zien dat (by_1,bp_o,...,by) loodrecht staat op de woorden

a(O) (a'Oa ai,-- -, a’n—l)
ot = (a1, a9, ..., a0)
a? = (ag, a3, ...,a1)

a = (an_l,ao,...,an_g).
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Dus, omdat deze a®”) een basis bevatten voor C, volgt
9" (bpet,bns,...,by) € C+CL

Dus ~
g eCt.
Echter deg(f) = n — k en dus deg(g) = k. Hieruit volgt deg(¢*) = k en

bovendien geldt

Xt (%) () [ X" -1

want
1

10000 =37 1= 7 () o () =1 -

en dit betekent . .
—XvREr =) X[ =) =X"—1

(oftewel, het reciproke polynoom bij f maal g* is op een teken na gelijk aan
X" —1). We zien dus dat

Ot = (77) € F[X]/(X" = 1).

(Immers C* is een [n,n — k, ?]-code, die bovendien zelf ook cyclisch is omdat
C dat is. Dit impliceert dat met ¢g* ook alle veelvouden van dit polynoom
in C* zitten, dus (g*) € C*. Deze inclusie moet dan wel een gelijkheid zijn,
want beide ruimten hebben dezelfde dimensie.)

Laten we nu, in het algemeen, naar een lineaire, cyclische, zelfduale code
C C T} kijken, waar n even is. Omdat C*+ = (' zal gelden

dimp, C = dimg, C*+ =

SIE

We gaan op zoek naar polynomen f en g met deg(f) = 5 endegg=n—5 =%
en waarvoor geldt

1.
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Dit is echter erg gemakkelijk, want in Fy[X] geldt:

(X™241) - (X" +1) = X" +2X"?2 1= X" +1

/2 1\ /2

We zien nu direct dat een zelfduale, lineaire, cyclische code over F, van lengte
6 wordt gegeven door het ideaal

en

(XF7+1) eR[x)/(X° - 1)

en analoog voor lengte 8.

Voor n = 2 stemt de nu gevonden code precies overeen, met dat wat we op
heuristische manier gevonden hadden:
Bij lengte 2 wordt de zelfduale, lineaire, cyclische code C' gegeven door het
ideaal

(X +1) e /[ X]/(X? - 1),

De polynomen van graad < 1 in Fy[X] zijn:
0,1, X, X +1.
Dus

é:{ﬁ, X+1, X°+ X, (X+1)2}:{6, X+1,1+X, 0}

en we zien

C ={0, X +1} +— {(0,0), (1,1)} =C.

Hiermee zijn overigens nog lang niet alle mogelijkheden gevonden: we hebben
alleen maar gevallen met ¢ = 2 (of een macht van 2, dat gaat volstrekt
hetzelfde) waar bovendien g = ¢g*. Een geval dat we nog niet hebben is
bijvoorbeeld degene die correspondeert met de ontbinding

XM =X+ X+ X X X+ DX+ X+ X+ X2+ X +1).

Merk tenslotte op, dat het geen toeval is dat we alleen in karakteristiek 2
voorbeelden vinden. Immers, we zoeken naar ontbindingen X" — 1 =g - ¢g*
waarin ¢g* het reciproke polynoom is van g. Dit reciproke polynoom heeft als
nulpunten precies alle 1/a’s, waarbij a de nulpunten van g doorloopt. Nu is 1
een nulpunt van X” —1, en dus ook van g of van g*, en dus van zowel g als g*.
Maar dan volgt, dat 1 een dubbel nulpunt is van X™ — 1. Het is daarmee ook
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een nulpunt van de afgeleide, en dat is nX™!. Hieruit volgt n mod p = 0,
oftewel n is een veelvoud van de karakteristiek. De multipliciteit van het
nulpunt 1 is dan zelfs een macht van p, en de helft hiervan zou zowel de
multipliciteit in g als in ¢* moeten zijn. Die helft is evenwel geen geheel
getal, tenzij p = 2.

2.3 Hamming codes

Een belangrijke klasse lineaire cyclische codes zijn de zogenaamde
“Hamming-achtige” codes. Dit zijn codes over F,. Laat m > 1 en beschouw
Fym. We weten dat dit een cyclische groep is met ¢™ — 1 elementen. Er
bestaat dus een o € Fy met Fy. = (). Deze o kunnen we als volgt con-
strueren (in feite geven we hier min of meer een bewijs voor het feit dat de
vermenigvuldiggroep van een eindig lichaam cyclisch is):

Laat [ een priemgetal met [ | ¢™ — 1, en laat n € Z zodanig dat n het aantal
voorkomens is van [ in de priemontbinding van ¢ — 1 (dus [ | ¢" — 1, maar
"1 Jg™ —1). We noteren dit als I" || ¢™ — 1 Omdat 29" * = 1 voor elke
z € F;, (want ord(z) | #F;. = ¢™ — 1), geldt dat het polynoom X" ' —1
volledig splijt in Fm[X]. Hiermee splijt ook X" — 1 volledig in F,m[X],
want X" — 1| X9"~! — 1 (immers ¢™ — 1 = kI™ voor zekere k € Z en dus
X = (X — 1) (XG0 x =2 ).

Beschouw nu de nulpunten 3 van X' —1. Omdat X' —1 volledig splijt, heb-
ben we precies I" van zulke nulpunten 3. Voor deze nulpunten geldt 5" =1
en dus ord(3) € {1,1,...,1"}. Als ord(8) = I¥, dan is 3 een nulpunt van
X" —1. Dit polynoom heeft hoogstens /¥ nulpunten en dus zijn er hoogstens
1+1+...4+ "' <" nulpunten met ord(3) < I". Hieruit volgt dat er een
nulpunt 3, bestaat met ord(5;) = ™.

Zo'n (3 kun je voor elk priemgetal | | ¢™ — 1 vinden. Definieer nu « als het
produkt van deze §;’s, dan is ord(c) = [[jmjgm 1 jpriem ™ = ¢™ — 1. Oftewel
« is een voortbrenger van Fin =< a >.

Schrijf nu f§ voor het minimumpolynoom van « over Fy, dan geldt gr( i ) =
m. Omdat fﬁ per definitie irreducibel is en o een nulpunt van X7 ~! —1
geldt fg | X9"~'. Met behulp van dit polynoom definiéren we de Hamming-
code.

Definitie 2.3.1 De Hamming code H,(m) is als volgt gedefinieerd:
Hy(m) = TﬁR

waarbij R = F,[X]/(X9" ! = 1).
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Omdat volgens het bovenstaande fg | X 7™ -1 _ 1, geldt met stelling 2.1.4
en 2.1.3 dat H,(m) een lineaire, cyclische code is, met lengte ¢™ — 1 en
dimensie ¢"™ — 1 — gr( i ) = ¢™ —1—m. Over de minimale afstand d,;,
kunnen we nog geen uitspraak doen. Woorden uit de Hammingcode zijn van
de vorm Eﬁ met g € R.

Stel nu dat we een willekeurige h € R hebben, hoe kunnen we dan
zien of h € Hy(m)?

Lemma 2.3.2 h € H,(m) & f& | h & h(a) =0.

Het bewijs van dit lemma is vrij triviaal.

2.3.3 Laatg=ag+ a1 X + ...+ apX* met k = ¢™ — 2, dan correspondeert
g met a = (ag,...,ar) € Fit! en dus geldt a € Hy(m) & g(a) = 0 &
atama+.. .+ =00l (1,0,...,0% € Folt.

We hebben zo dus H,(m) = {g = ao+ a1 X +...+am_2X7"2 € R |
gle) = 0} = {a = (a0, a1,...,a9mn3) € F" ' | a L (L,a,...,a7"?) €
]ng_l}. Omdat {1,a,...,a?"?} = Fu, geldt dat H,(m) op permutatie na
onafhankelijk is van de keuze van de voortbrenger o van Fy..

Merk op dat we H,(m) ook kunnen schrijven als een doorsnede:

Hy(m) =F""'n{1,q...,a")"
Dit kunnen we ook schrijven als Hy(m) = Resy,./m,{([Fm
(1,,...,07" %))} waarbij de restrictie van C C TFj. gedefinieerd is
als ResC' = C'N IFfIV . Deze definitie van restrictie zal ons van pas komen
bij de berekening van de gewichtsverdeling van de Hamming-codes. Om
restricties te bestuderen zullen we sporen gebruiken.

2.4 Sporen

Zij V een n-(dus eindig)dimensionale vectorruimte over K en ¢ : V. — V
een lineaire afbeelding. Bij een gegeven basis voor V wordt ¢ gegeven door
een matrix (a;;). Van deze matrix kunnen we het spoor (Engels ’trace’)
definiéren.

Definitie 2.4.1 Het spoor van ¢, notatie tr(¢) istr(d) := aj1+agn+. . .+an,.

Dus het spoor van de lineaire afbeelding is het spoor van een bijbehorende
matrix.
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Bij een andere basis verandert de matrix van A in QAQ !, en omdat
tr(AB) = tr(BA) blijft het spoor dus onveranderd, en daarom is dit een
goede definitie.

Als K C L een eindige lichaamsuitbreiding is (L als vectorruimte eindig over
K), en o € L dan:

Definitie 2.4.2 tr(«a) := tr(¢,), met ¢, de K-lineaire afbeelding L — L
gegeven door ¢.(8) = af.

Hiermee is tr een afbeelding L. — K, omdat L een vectorruimte over K is.
Stelling 2.4.3 Beschouw tr : Fpm — F,, dan geldt:

(i) tr is F,-lineair;

(i) tr is surjectief;
(#3) tr(B) = 0 <= B =~1— v voor een y € Fym.

Bewijs. (i) lineariteit: tr(a + A8) = tr(fasrg) = tr(da + Adg) =
tr(¢a) + A - tr(pg) =tr(a) + X - tr(f) (met hier o, 3 € Fym en X € Fy).

(ii) surjectief: Eerst leiden we een formule af voor tr. Neem [ € Fym,
dan F, C F,(8) C Fym. Stel fé =ay+ 0T+ ...+ a12% " + 2% is het
minimumpolynoom van 3 over IF,.

Een basis voor F,(8) over F, is {1, 3, ..., 3% '}. Zo bestaat er ook een basis

{1,qs,...,a,} van Fym over F,(f), en er geldt dus d - n = m.
Een basis voor Fym over I, is dan:
{1a /65 DRI ﬂd_la G, ag/@, DR a2ﬂd_1: """ y Oy, anﬁa seey anﬁd_l}'

Bij deze basis krijg je als matrix voor ¢g : Fgm — Fgm dus:

( 0 . —Qay \
1 0 —a
0 1 0 0
: 0
1 —ag
0 idem 0

\ 0 0 . )

Hieruit volgt tr(3) = —n - aq_;1.

Er geldt 0 = (8% + ag_1 84+ ...+ ap)? = B4 +af BV 4+ +af “icfa
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(B9 +aq_1(89)% 1 +. . .4ag, dus 37 is 0ok een nulpunt van fé, en zo ook alle

3% voor i > 1. Hiervan zijn 3, 39,..., 39" " verschillend (ga na of zie de stan-
daard algebra colleges), dus fé =28+ ag x4 .. Fag =[5 (= B9).
Uit coéfficiénten vergelijken volgt dan, dat —ags—; = Z?;OI ﬂqi, dus

tr(8) =n-3i B*
Omdat ﬂqd = f3, levert dit tenslotte de formule

m—1

tr(B)=B+8%+...+ 87 .

Omdat tr een IF,-lineaire afbeelding F,m — I, is, kan het beeld alleen
maar 0 of de hele F, zijn. We weten verder dat ¢r gegeven wordt door
z— 27" +...+ 27+ 2. Het polynoom z¢™ ' + ...+ 29+ z heeft maximaal
¢™ ! nulpunten, maar F,~ heeft ¢™ elementen, dus er zijn elementen van
Fym , die niet op 0 worden afgebeeld. De conclusie is, dat het beeld van ¢r de

hele [, is, en ¢r is dus surjectief.

(iii) kern(¢r): tr is surjectief, dus dim(kern(¢r)) =m — 1.

Voor F, C F;= beschouwen we het Frobenius automorfisme F': Fpm — Fym
gedefinieerd door z — x9.

Er geldt kern(F — id) = F,, dus dim(beeld(F — id))= m — 1, dus om te
bewijzen dat kern(tr)= beeld(F — id) hoeft alleen maar bewezen te worden
dat beeld(F — id)Ckern(tr).

Nu weten we dat tr(8) = S, Fi(B), dus tr o (F — id) =
(id+F+ ...+ F™1) o (F—1id) = F™ —id = 0. Hiermee is de
stelling bewezen. O

2.5 Gebruik van sporen

Definitie 2.5.1 Zij C C F) cen code, dan is tr(C) C IF',(]N) de code die
wordt verkregen, door van de coéfficiénten van alle vectoren in C' het spoor
te nemen. Dus (a1,...,an) € C ~ (tr(a1),...,tr(ay)) € tr(C).

Stelling 2.5.2 Voor C C IF((I]TX) een lineaire code geldt: Res(Ct) = (tr(C))* .

Bewijs. C : Zij v € Res(C'), dan geldt dus v = (vy,...,vy) voor zekere
v; € Fy, en > vw; = 0 voor alle w = (wy,...,wy) € C. Beschouw nu een
element (tr(z1),...,tr(zn)) € tr(C), dan geldt > v; - tr(z) = > tr(viz;) =
tr(>"wviz;) =0, dus v € (¢r(C))*.

D zij v € (tr(C))*, dan Y v; - tr(w;) = 0 (ofwel tr(> v;w;) = 0), voor elke
(wi,...,wy) € C.
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Maar C' is Fym-lineair, dus VA € Fym geldt, dat A(wy,...,wy) € C en daar-
mee 00k 7 (A Y v;w;) = 0. Dan moet dus wel gelden dat > v;w; = 0 (anders
kreeg je door vermenigvuldigen met alle mogelijke \’s heel Fym , en dus beel-
den # 0). De conclusie is dat v € C*, en v heeft coéfficienten in F,, dus

v € Res(CH). O

Voorbeeld 2.5.3 We gaan dit nu toepassen op de Hamming codes.
Omdat C+" = C voor een lineaire code C, geldt:

HQ(m)J_ = (ReSIqu/]Fq ((]qu ) (1’ Q,..., ai’”—2))L))J_
(tr(Fgm - (1,0, ..., oﬂm;Q)))L
=tr (Fpm - (La,...,a?" 7).

Van deze duale van de Hamming code gaan we de gewichtsverdeling
bepalen. De codewoorden zijn van de vorm tr(\(1,q,...,ad" ?)) =
(tr(\), tr(Aa), ..., tr(Aa?"~2)). Voor A = 0 is dit dus een rijtje nullen, en
anders is dit een rijtje met het spoor van precies alle elementen van F;... We
hebben gezien dat het spoor een surjectieve IF,-lineaire afbeelding Fym — F,
is, dus het is een (optel)groepshomomorfisme en elk beeld komt ¢™ ! keer
voor, dus in het beeld van F;.. ook, behalve 0, die dan een keer minder voor-
komt. Het gewicht is daarom (¢™ — 1) — (¢™ ' — 1) = ¢™ — ¢™ ! (totaal
aantal elementen minus het aantal nullen).

Het gewichtsverdeling-polynoom is derhalve 1 + (¢™ — 1)x4" ¢
In het volgende hoofdstuk zullen we zien hoe hieruit de gewichtsverdeling
van H,(m) zelf te vinden is.

m—1
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3 Gewichtsverdelingen

3.1 Stelling van McW.illiams

Volgens de definitie uit hoofdstuk 1 is een gewichtsverdeling van een code een
afbeelding {0, ...,n} — Zx( gegeven door ¢ — A; = aantal woorden in C' met
gewicht 7. Hierbij definieerden we tevens het gewichtsdistributie polynoom
als Po(X) = Ao+ A1 X +--- + A, X" Volgens de stelling van McWilliams
bestaat er een verband tussen de gewichtsverdeling van C en van C*:

Stelling 3.1.1 (McWilliams, 1963) Zij C C F; een lineaire code, met ge-
wichtsverdelingspolynoom

We(X) = zn: A X
1=0

Het gewichtsverdelingspolynoom van de duale code C*+ wordt dan gegeven
door

W (X) = 74;&1_0 41— X)(1+ (g = DY)

Voorbeeld 3.1.2 Eerst geven we een paar toepassingen van deze stelling.

(0) Neem C' = {0} C F;. Deze heeft alleen maar een woord van gewicht
nul, dus W¢(X) = 1. De duale code is de hele ;. Volgens de stelling
van McWilliams is dus

n n o
Wey () = (14 (0= 00" =3 (7) 0 - 0'x
i=0
Hier staat, dat er precies (7;) (g — 1)* vectoren in Iy zijn die uit precies
n — ¢ nullen en 7 getallen # 0 bestaan. Ga na dat dit inderdaad het
geval is.

(1) De parity check-code.
Laat P = {(a1,...,a,) € F} | >, a; = 0}. Het is eenvoudig te
verifiéren dat dit een lineaire code is van lengte n en, omdat er maar
één lineaire voorwaarde is, van dimensie n — 1. Het is zelfs zo dat
P = (1,...,1)*. Hieruit volgt dat voor x € P+ = ((1,...,1)) geldt
dat * = (a,...,a) waarbij a de hele F, doorloopt. Het is duidelijk
dat w(z) = 0 als a = 0 en w(z) = n als a # 0. We weten dat
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#PL = ¢, zodat het gewichtsverdelingspolynoom van P+ gelijk is aan
Wpi(X) =1+ (¢—1)X". Met McWilliams volgt nu dat

Wp(X) = Wpis (X) = ; (14 (g — DX)" + (g — 1)1 - X)),

oftewel, iets verder uitgeschreven,

We(X) = i ((n) (@=1)"+(=1)"(g - 1)Xi) -

q

Het is al wat lastiger om dit ook zonder de gebruikte stelling na te
gaan.

(2) De Hamming-code.
Laat C = ((tr(1),tr(c),...,tr(a?" =2))), waarin o een voortbrenger
van F},, is. We hebben in het vorige hoofdstuk gezien dat H,(m) = C*+
en ook dat We(X) =1+ (¢™ —1)Xa" "
zodat met McWilliams volgt

WHq(m)(X) =
- <(1 +(g—DX)" 4 (qm - 1)(1 = X)L+ (g - 1)X)qm_1—1) _

In het bijzonder is hieruit met enig rekenwerk de minimale afstand
dmin, van de code H,(m) te bepalen (door namelijk de coefficienten van
X, X? en X3 te berekenen lukt dat al).

Bewijs. (McWilliams)

We zullen het bewijs in een zestal stappen geven. Merk vooraf op dat, als we
schrijven ¢ = p*, dan is F, als optelgroep een lineaire ruimte over F,, dus:
F, = Fyv1 + ... + F,v, voor zekere vy, ..., v, € F,.

Laat W (X) = >0, A, X"

(1) Neem een “karakter” op F, dat niet triviaal is. Dat wil zeggen, laat
X een homomorfisme zijn met x : (F,,+) — (C*,-). (Bijvoorbeeld

2mi

x(v1) =e» en x(v;) =1 voor alle i # 1).

1

(2) Bij f : F; — C[X] een willekeurige afbeelding definieren we [

q
C[X] door f(v) = Zwng x({(v,w)) f(w), waarbij voor v = (vy,...,
en w = (wy,...,wy,) in F} de vorm (v, w) gedefinieerd is als (v, w)

> o ViWw;.

~—

Un,
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(3) Lemma 3.1.3 Zij C C Fy een lineaire code en w € Fy, dan

C, al ct;
(e = { H e S

veC

Bewijs. (i) Als w € C*, dan geldt voor iedere v € C dat (v, w) = 0,
dus ook dat x({v,w)) = 1. Dit levert Y . x({v,w)) = #C.

(ii) Is omgekeerd w ¢ C*, dan bestaat er een vy € C met (v, w) # 0.
Omdat F, een lichaam is, neemt voor A € F, de uitdrukking (Avg, w) =
A(vg, w) alle waarden in F, aan. Er bestaat dus een )y € F, met
X({Aovo, w)) # 1, want x was niet triviaal.

Met het voorgaande volgt nu

Yo x(ww) = Y x((v+ Aovo, w))

vel veC
ZX v, w) + (Aovg, w))
veC
X ({Aovo, w ZX v, W)
veC
Maar x({Aovo, w)) # 1, zodat volgt > - x({v,w)) = 0. O

(4) We hebben nu

Yo fw) = Y x(vw

weC weC velry

> (f(v) > x((v,w>))

veFy wel

D 40y fw)

veCt

—~
w

(5) Introduceer de volgende notaties:
Voor w € Fy schrijven we || w || = d(w,0) voor w € Fy, waarbij d de
Hammingafstand voorstelt.
Verder |a| =0 alsa=0en [a| =1 als a € F;.
We hebben dan || w || = |wi| + -+ + |wy,| met w = (wy,...,w,).
Definiéer de functie f : F? — C[X] door f(v) = XI"l. Dan volgt direct
dat > .o f(v) = We(X), immers || v || is precies het gewicht van v,
zodat de coéfficiént voor X" precies het aantal elementen v € C' is met
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w(v) = n.
Pas nu (4) toe op deze functie f, dan krijgen we

Wor(X)= 3 f() = #1—0 S fw).

veC+t weC

(6) Neem w = (wy,...,w,) € C vast, dan hebben we

flw) = Yoo xlww)f)y= D> x({w,w)x W
u:(vl,...,vn)elﬁ‘g v:(vl,...,'un)e]Fg
= Z X(Ulwl)X(’UQUJQ) ... X(/Unwn)X‘vl'X'vz' ... X|Un|
(’Ul,...,vn)E]Fg
= Z HX(ini)XM = H Z X(awi)X“”.
(vl,...,vn)G]Fg =1 i=1 a€ly

Voor het uitrekenen van deze laatste som onderscheiden we twee geval-
len.

Als w; = 0, dan hebben we
3 xlaw) X =3 Xl =14 (- 1)X.
a€ly, a€l,

En is w; # 0, dan

Z xlow) X1 =14+ X Z X(low;)) =1+ X Z x(B).

a€lf, a€cly BEF,

Claim: 3 gcp, X(8) = 0.
Immers, neem 7 € F, zodanig dat x(y) # 1. We hebben dan

> X)) =D xB+7) =x(1) > x(8),

BeF, BEF, BEF,

en dus } s x(8) = 0. O

Nu volgt e X(8) = (Sper, X(A) = x(0) = 0-1 = -1

En dus krijgen we

Z x(ow;) X1* =1 - X.

acky
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We concluderen uit deze berekening, dat

flw) = ﬁ(1+(q—1)X)1—|W|(1—X)wi' = (1=X) Il (14 (g—1) x )"l

1=1

Met behulp van (5) volgt zo tenslotte

Wes (X) = oo Yo fw) == Z X)(1 4 (g — 1) X))l

wEC

#CZA Yi(1+ (g —1)X)",

want precies A; van de w’s in C voldoen aan || w ||= i.
|

Voorbeeld 3.1.4 Zoals al opgemerkt, kunnen we met deze stelling de ge-
wichtsverdeling van H,(m) bepalen. De minimale afstand (ongelijk 0) in
H,(m) is overigens ook zonder de stelling wel te vinden. Immers laat
a = (ag,...,a, 1) een woord in Hy(m) zjn, dan geldt Y0 a;a* = 0,

waarbij (o) = F;.. Een woord met gewicht 1 kan niet bestaan, immers

1 ; .
dan zou 0 = 7" a0 = ajof voor zekere a; # 0, en dus o/ = 0

en dat is niet het geval. Stel nu a is een woord met gewicht 2, dan
a=(0,...,0,a;0,...,0,a,0,...,0) en dus g;a’ + a;0/ = 0= a; + a0l ™" =
0=/ '=-4 SN

J PR
Merk op dat dit niet mogelijk is wanneer —Z—; =1 Immers o/ =1 =

™ —1|(j — 4), tegenspraak, want 0 < i < j < ¢™ — 2. En omgekeerd, als er
een 1 # z € [, bestaat, dan bestaan er inderdaad i,7 met o/ % = z, want
« brengt als groep {1, a,...,a? 2} = F D I, voort. Het is duidelijk dat
als ¢ > 2, dan bestaat zo’'n x en is dus de mlnlmale afstand in H,(m) gelijk
aan 2. Voor ¢ = 2 bestaat er geen woord van gewicht 2, want hier bestaat
I, alleen uit het element 1.
Als ¢ = 2 dan is de minimale afstand 3 en er geldt zelfs dat het aantal ele-
menten met gewicht 3 gelijk is aan (2™ — 1)(2™ — 2)/6, mits m > 3 (ter
illustratie leiden we dit eerst nu af uit de formule van Wy, (,,,), maar we geven
ook een direct bewijsje):

We weten dat de gewichtsverdeling van H,(m) gegeven wordt door
1

Wity () = 2 {14 (0= D" 4+ (g =1 =)™ (1 (g = 1)) ).
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In het geval ¢ = 2 staat hier

Wiy (@) =524 (1+2)" 142 =1)(1-2)2" ~

n::2m l{ 1+x)n—l +(n_ 1)(1 _ )n/2(1+$ n/2—1}

= {3 (e + (- 1) [2h (D0t - [SE (a1}

Vervolgens bepalen we de coéfficiénten voor z7; de minimale afstand d is dan
gelijk aan

— SfF, J ]
d 1<Ign<17111 1{ coéff. voor 27 is # 0}.

Voor j = 0 vinden we

coeff.=%{(n;1)+(n—1)-<§>-(%)}z%(l—i—(n—l)):%:l,

zoals we al wisten.
De volgende, j =1, levert

) e [(9) ) - (O

coeff. =

SI—= 3=

= 0,

en ook dit hadden we al met veel minder rekenwerk uit de definitie gezien.
Evenzo weten we dat voor j = 2 in het geval ¢ = 2 de coefficient 0 is; uit de
formule voor de gewichtsverdeling zien we dit als volgt.

(7)o K”” ) (”/2);}

coeff. =

SI—= 3|

—2) (n—l)(%—l) n non
g ol —)
* 91 £2 2"3)

= -2

I
S
—N —N— N
£}
|
—_
M=

S 3l

2
gy [ () (- 0) + PG

)
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Vervolgens gaan we naar 7 = 3. Daar vinden we een coefficient

() ()
L))

3! 2!
_ % (n—l)(n?;Q)(n—B]) + (TL _ 1)
LBE-DE-1) BHE-DG-2)
9! 3!

(-2 (G-2)-2(0) G-2)+
=5 GE)-G)GE)

Het deel tussen rechte haken, | --- |, is gelijk aan

(B -5 +0-23) (-2-5+)- () G-

n\ 2 n n nY\ 2 n
—) — 5= — — | = 2— = 6.
(3) 53 +6+35-(5) +25=6

Dus de coéfficiént voor 2® is gelijk aan

coeff = l{(n—l)(n—?)(n—i’)) —(n—=1) (g—l)}

n 3!

1 (n—1)(n—2)(n—3) (n—1)(5—1)
n 6 +

n—1
= 3!-n{(n—2)(n—3)+3(n—2)}
n(n—1)(n —2)
6n
negm 2M(2M — 1)(2m — 2)
6-2m
(2™ —-1)(2™ - 2)
6 .
We vinden dus, dat voor m > 2 de minimale afstand in de code Hy(m) ge-
lijk is aan 3, immers de coéfficiént voor 22 in de gewichtsverdeling Wy (m) ()
is ongelijk aan 0.
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Zoals beloofd, volgen nu dezelfde formules nog een keer met een heel
ander bewijs. Merk daarvoor op, dat een woord van gewicht k in Hy(m)
overeenkomt met een collectie len op plaatsen 7i,...,%; en nullen poveral
elders. Dit correspondeert dus met een uitdrukking o't + ... + o®* = 0,
oftewel met een rij z1,...,x, € Fom, allemaal verschillend en ongelijk aan
0, met som 0. Hierbij verandert het bijbehorende codewoord niet als we de
x;’s permuteren. Met andere woorden, het aantal elementen van Hy(m) met
gewicht £ is gelijk aan het aantal oplossingen in F¥) van T+ ...+ 3 =
0, gedeeld door k!, waarin we alleen oplossingen bestaande uit onderling
verschillende z;’s die bovendien alle niet nul zijn beschouwen.

Dit laat zich voor kleine k& gemakkelijk tellen. Voor k£ = 3 beschouwen
we x +y + z = 0. Dit beschrijft een vlak in IFS;,)L, dus in het bijzonder (het
is een lineaire ruimte van dimensie 2) bevat dit vlak precies (2™)? = 22™
punten. Als van zo’n punt een tweetal cooérdinaten gelijk zijn, dan tellen
die beide codrdinaten op tot nul, dus de derde coordinaat moet dan ook
nul zijn. Hieraan zien we, dat de punten die geen aanleiding geven tot een
codewoord van gewicht 3, minstens één coordinaat gelijk hebben aan nul.
Zulke punten kunnen we ook tellen: staat op minstens twee plaatsen een nul,
dan uiteraard op alle drie want de som is nul. Dit levert 1 punt. En is er
precies één 0, dan zijn de overige twee codrdinaten gelijk, en we hebben alle
2™ — 1 mogelijkheden voor het element uit [, dat op die beide plaatsen
moet staan. Dit levert 3(2™ — 1) punten (de 3 is voor de keuze van de plaats
waar een nul staat). Er resteren dus 22™ —3(2™ — 1) —1 = (2™ —1)(2™ - 2)
punten die bij codewoorden van gewicht 3 horen, en dit aantal moet dan nog
door 3! = 6 worden gedeeld om het aantal zulke woorden te krijgen.

3.2 BCH(m)-codes

In deze paragraaf willen we de zogenaamde BC H-codes bestuderen. Deze

codes zijn vernoemd naar Bose, Ray - Chauduri en Hocquenghem. Een
BCH-code is een deelcode van Hy(m): BCHy(m) C Hy(m) C FI"~! en is
als volgt gedefinieerd:

Definitie 3.2.1 Fen BCH-code is per definitie
BCH,(m) = Res ({(1,a,..., "7 (1,08, .., a3(qm_2)))L) : (4)
Hierin 1s a een voortbrenger van de groep F;.. .

De lengte van een woord in BCH,(m) is dus ¢™ — L En
a = (ag,...,agn_3) € F{"~' is een element van BCH,(m) precies

-2 i qm—2 3 .- ..
dan, als de twee sommen Y/ " a;a’ en Y [ 7 a;a” gelijk zijn aan 0.
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We zullen de notatie BCH(m) gebruiken voor BC Hy(m).

Stelling 3.2.2 Er geldt dim(BCH(m)) = 2™ —1—2m als m > 3.
Verder bestaan BCH (1) en BCH(2) uit alleen maar de nulvector.

Bewijs. We geven eerst alleen een schets van een bewijs (voor m > 3).
Laat C = ((1,,...,09"72), (1,0%,...,0%""2)) ¢ F4 "' Dan is
BCH(m) = Res(C*+) = (tr(C))*. Dus is het genoeg om aan te tonen dat
dimg, tr(C) = 2m. Omdat

det( 1 % ) =’ —a=ala+1)2#0,
1 «

zijn (1,a),(1,a3) lineair onafhankelijk over Fym en dus zijn zeker ook
(1,0,...,07"72) en (1,0 ...,0°@"~2) lineair onafhankelijk.  Hieruit
concluderen we dat C' een lineaire ruimte over Fom is van dimensie 2, dus
#C = (2™)%2 = 22 Als vectorruimte over Fy heeft C' dus dimensie 2m.

Beschouw de afbeelding C Ehe F2"~! die aan elke codrdinaat het spoor ervan
toevoegt. Deze afbeelding is Fy-lineair. Als kunnen aantonen dat deze
afbeelding injectief is, dan volgt dat dimy, Tr(C) = dimg, C = 2m en we
zijn klaar.

Nu, dit gaat als volgt. T'r is injectief desda ker(7'r) = (0,...,0). Laat v € C
zodanig dat Tr(v) = 0, dan v = A(1,q,...,a? 2)+ u(l,a,...,a? 2) =
(\x + ,ux3)$e]F;m voor zekere A\, u € Fom. Dan volgt uit de veronderstelling
dat tr(A\x + pz3) =0 Vz € Fom (tr is het spoor van Fom naar Fy). Volgens
stelling 2.4.3(iii) geldt dus Vz € Fom Jy € Fom zodanig dat Az + px® = y? —y.
Beschouw daarom de kromme X = {(z,y) € Fom - | Az + px® = y? — y}.

Uit de algebraische meetkunde hebben we de volgende stelling:

Stelling 3.2.3 (Hasse) Er geldt #X < (/g + 1)* voor A, i niet beide nul.

Met behulp van deze stelling kan nu bewezen worden dat 7T'r injectief is:
als tr(Az + px3®) = 0 voor elke z € Fym, dan kunnen we voor elk van deze
x een y vinden met (z,y) € X. maar dan is ook (z,y + 1) € X, want
yly—1)=yly+1) = (y+1)((y +1) — 1). Hiermee hebben we tenminste
2m+1 elementen in X. Omdat < 1+ 2™ + 2¢/2m < 2™+ yoor alle m > 3,
volgt dan uit Hasse’s stelling dat A = p = 0. Dit impliceert dat Tr injectief
is. O

Bovenstaande schets geeft een aardig voorbeeld, hoe de meetkunde (in dit
geval kennis over hoeveel punten er op een kromme kunnen liggen) kan wor-
den toegepast in de coderingstheorie. We zullen hier nog veel meer van zien.
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We kunnen het probleem ook vanuit een meer algebraische oogpunt bekijken.
Dit levert ons een tweede en in feite vrij eenvoudig bewijs van Stelling 3.2.2.

Bewijs. Ga zelf na, dat er voor m < 2 inderdaad geen andere woorden
dan de nulvector in BCH (m) zitten. We gaan er dus verder van uit dat
m > 3. Laat f € Fy[X] het minimumpolynoom van « zijn, en g € Fy[X]
het minimumpolynoom van o® (beide over Fy). Deze polynomen zijn per
definitie irreducibel en er geldt f # ¢ als m # 1, immers f is een polynoom
van graad m en we weten uit de algebra dat {a, o2, o, ...,a*" "} precies de
verzameling van alle wortels van f is. Merk op dat F,, = {1, ,...,a®" 72},
zodat alle wortels van f verschillen van o3. En dus f(a?®) # 0 zodat f # ¢
en bovendien kgv(f, g) = fg, want zowel f als g zijn bovendien irreducibel.
Claim: gr(g) = m als m # 2.

Bewijs. (van deze claim). We weten dat gr(g) = [Fy(a®) : Fy]. En ook is
F, C Fy(a?) C Fy(a) = Fom. Laat d = graad van het minimumpolynoom
van « over Fy (o). Omdat « een nulpunt is van X? — o® € Fy(a?)[X], geldt
dat d < 3.

Als we schrijven Fy(a®) = F, dan volgt Fo(a) = Fu en (o) C F; C
F'y = (). Nuis de index [(a) : (a®)] gelijk aan 1 of 3, en de index
[F;d F]=1+q¢+...+ g% ! is hier een deler van. We bekijken de beide
mogelijkheden afzonderlijk:

De index is 3. Nu volgt 1 + ¢+ ... +¢* ! | 3. Als d # 1, dan
moet wel d = 2 en ¢ = 2, zodat Fy(a®) = F,. Hieruit zou volgen dat
a® = 1 en dus heeft Fy(a) graad hoogstens 2 over F,. Maar dat be-
tekent m < 2, wat we uitgesloten hebben. De conclusie in dit geval is
dat d = 1 en dus Fy (o) = Fy(a?), hetgeen implicieert dat gr(g) = gr(f) = m.

De index is 1. Dan volgt meteeen (o) = (@) en dus d = 1, want Fru =T,
We vinden dan opnieuw dat m = gr(g). 0

Beschouw nu BOH (m) als deelruimte van F,[X]/(X*"~" — 1) (vergelijk dit
met wat we gedaan hebben met H,(m)-codes). Dan is BCH(m) = {h |

h(a)=h(a®) =0}y ={h| f | heng|h} = {h|kev(f,g) | b} =27 (7]

fg | h} = (fg). De graad van fg is 2m en dus volgt dat dim BCH(m) =
2m — 1 — 2m (vergelijk Stelling 2.1.6). O

3.2.4 We willen nu iets over de gewichtsverdeling van de BC H (m)-code
proberen te zeggen. We stellen ons de vraag hoeveel woorden er in een
BC H(m)-code zijn met een gegeven (klein) gewicht. Het moge duidelijk zijn
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dat de gewichten 1 en 2 niet voorkomen, immers die zijn er niet in Hy(m)
en dus zeker ook niet in BCH (m) C Hy(m).

In het algemeen kunnen we zeggen dat een woord in BC'H(m) met gewicht
n < 2™ —1 een woord w = (wy,...,wom 1) is met w;, = 1,...,w;, =1
met 1 <4 < ... <1, < 2™ —1en w; = 0 voor de overige j. Met
vergelijking (4) volgt bovendien dat 7, o = }7 ; @® = 0. Noemen we
bovendien z; = o% dan volgt dat een woord van gewicht n correspondeert
met 1, ..., o, € Fy, onderling verschillend en 77, x; =377 22 = 0.

We zullen nu gaan bekijken of er woorden van gewicht 3, 4 en 5 zijn en zoja,
hoeveel dat er zijn.

Woorden van gewicht 3.

Deze woorden corresponderen met z,y,z € F, die paarsgewijs verschil-
lend zijn en voldoen aan = +y + 2z = 2° + y® + 2® = 0. Hieruit volgt
z=—z—y=z+y=>2*+y3+(z+y)P =2y(z+y)=0= z+y =0, want
x # 0 #y = x =y. Maar z,y, z waren verschillend, zodat er geen woorden
van gewicht 3 bestaan.

Woorden van gewicht 4

Deze woorden corresponderen met z,y,z,w € I, die paarsgewijs ver-
schillend zijn en voldoen aan z +y + 2z +w = 2% + 3 + 23 + w? = 0.
Voor zo’n woord geldt dus in het bijzonder w = = + y + z, en daarmee
By + 2+ @+y+2)? = (@+y)P2+ (4 9z +aylz+y) =
(z+y)Z2+zz+yz+2y) = (x +9y)(x+ 2)(y + 2) = 0. Hieruit volgt z =y
of z = z of y = 2, maar z,y, z, w waren onderling verschillend, zodat er ook
geen woorden van gewicht 4 zijn.

Woorden van gewicht 5
Woorden van gewicht 5 corresponderen met z,vy, z, w,t € F,., paarsgewijs
verschillend, die een niet triviale oplossing zijn van het stelsel

T+y+z+w+t=0
B+ + 2 +w+2=0.

Merk op dat beide vergelijkingen homogeen zijn (d.w.z. de totale graad voor
elk van de termen is gelijk), zodat bij een oplossing (a1, ..., as) er direct een
verzameling oplossingen is, namelijk A(ay, .. ., a5), waarin A € F5,, willekeurig
is. We kunnen daarom gaan kijken naar projectieve oplossingen; dat zijn in
ons geval oplossingen in de projectieve ruimte P*(IFom ). Deze ruimte bestaat
per definitie uit alle 5-tallen (a; : ... : as) met de a; € Fom niet allemaal
gelijk aan nul, waarbij verder geldt dat (a; : ... :a5) = (b : ... : bs) zodra
er een \ bestaat waarvoor (ag,...,as) = A(by,...,bs). We proberen nu aan
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te geven, hoe met behulp van algebraische meetkunde ons probleem van het
aantal oplossingen vinden kan worden aangepakt.
We gaan terug naar de vergelijkingen. Werken we daaruit ¢ weg, dan houden
we over
3,3, .3 3 3 _
+y+2+w+ (r+y+z+w) =0. (5)

We bekijken de oplossingen voor deze vergelijking in de projectieve ruimte
P2 (Fam ).

Uit de algebraische meetkunde is bekend dat elk (glad en irreducibel) kubisch
oppervlak (i.e. de verzameling nulpunten van een derdegraads homogeen
polynoom, zoals we hier bekijken) als volgt verkregen kan worden. Neem
zes punten pq, ..., ps € P? waarvan geen drietal op een lijn ligt, en evenmin
een zestal op een door een tweedegraadsvergelijking gegeven kromme. In de
meetkunde kent men een constructie die “het opblazen van deze punten” heet.
Daarbij worden deze punten uit P? vervangen door een P'. Het zo verkregen
nieuwe oppervlak is dan in te bedden in P?, en daar wordt het gegeven door
een derdegraads vergelijking. De coéfficiénten in die vergelijking zitten in
hetzelfde lichaam waarover ook de 6 punten waarmee we zijn begonnen als
verzameling zijn gedefinieerd. Hierop komen we nog terug. Het is verder
bekend, dat ieder (glad en irreducibel) derdegraads oppervlak in P? op deze
manier wordt verkregen. We zullen nu kijken naar ons oppervlak, en dan
tegelijk hopelijk iets van het bovenstaande verduidelijken.

Ons oppervlak wordt gegeven door 22 + 3+ 22 +w+ (z+y+2+w)® = 0.
Deze vergelijking heeft coéfficiénten in Fy, dus volgens de theorie wordt het
oppervlak verkregen door een zestal punten over Iy in P? op te blazen. Het
“over F,” hier betekent niet, dat alle zes punten codrdinaten in Fy hebben.
Maar wel, dat voor elk punt ook al z’'n geconjugeerden weer tot het zestal
behoren. We bepalen nu eerst, hoeveel van het zestal in P?(If,) zitten en
hoeveel niet.

Stel dat er precies a in P?(F,) zitten. Bij het opblazen worden deze
vervangen door een P', en die P! bevat precies 3 punten over F, (namelijk
(0:1)en (1:0)en (1:1)). De overige 6 — a punten bestaan uit onderling
geconjugeerden, dus ook de P’s waardoor ze worden vervangen zijn onderling
geconjugeerd en derhalve liggen er geen rationale punten op (want die zouden
vastblijven onder alle conjugaties). Omdat P?(IF,) uit 7 punten bestaat,
concluderen we dat ons oppervlak 7—a+3a = 7+2a punten met codrdinaten
in Fy heeft. We tellen dit aantal nu op een andere manier, namelijk direct
uit de vergelijking. Merk op dat x® = x voor elke x € F;. Dus voor punten
met codrdinaten in Fy kunnen we de vergelijking ook schrijven als

B+l v+ try+rtrw)lP=s+y+rtwt+(@+y+z+w) =0,
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Hieraan voldoen precies alle punten in P?(F,), dus het aantal oplossingen is
15. De conclusie is, dat 7 + 2a = 15, dus @ = 4. Dus hebben 4 van de 6
punten codrdinaten in [y, en het resterende paar is onderling geconjugeerd.
Derhalve moet dat paar wel alle coérdinaten in F; (de enige kwadratische
uitbreiding van Fy) hebben.

Met behulp van het voorgaande kunnen we het aantal projectieve op-
lossingen van (5) over elke Fom bepalen: P*(F,) = {(z : y : 2) | z,y,2 €
F, nietalle0} = {(0: 0: 1),(0 : 1:2),1:y:z2) | zyzceF}
en dus #P?(F,) = 1+ ¢+ ¢*>. Voor m even verwijderen we hieruit 6
punten en die worden vervangen door P'(F,), die uit precies 2™ + 1 pun-
ten bestaat (de bepaling hiervan gaat net zoals bij P?), zodat we precies
22Mm 4 2M 41 —6+6(2™+1) = 22™+7-2™+1 oplossingen hebben. Voor one-
ven m hebben we precies 4 van de 6 punten rationaal en daarom is het aantal
projectieve oplossingen gelijk aan 22" +2™+1—4+4(2™+1) = 2™ +5.2m+1,
We hebben dus als we schrijven ¢ = 2™, dat

¢ +T7g+1 als m even;

#projectieve oplossingen = { @ +5¢+1 alsm oneven.

Dit betekent dat het aantal oplossingen in (FF,)* ongelijk aan (0,0,0,0) gelijk
is aan (¢ — 1)(¢> + 7¢ + 1) (vesp. (¢ — 1)(¢* + 5g + 1)). Hieruit halen we nu
het aantal woorden met gewicht 5.

Een woord van gewicht 5 wordt gerepresenteerd door (z,y, z, w,t) die alle
verschillend en ongelijk 0 zijn, en voldoen aan het stelsel

r+y+z+w+t=0
B+ + 2 +w+3=0.

Hoeveel van de 1+ (¢ — 1)(¢> + 7¢ + 1) (of 5 in plaats van 7) oplossingen
hiervan komen niet overeen met een woord van gewicht 57 In zo’n oplossing
zijn twee van de vijf coordinaten gelijk, of er is een co6rdinaat 0.
Is bijvoorbeeld z = y, dan reduceert het stelsel tot (we werken in karakteris-
tiek 2):
z+w+t=0

{ 224w+ 1° = 0.
We proberen nu het aantal oplossingen hiervan te bepalen. Omdat we weten
dat er geen woorden van gewicht 3 bestaan, volgt dat tenminste één van
z,w, t gelijk is aan 0. Welnu,
z=0=w+1t=0= w=1= een oplossing ziet er uit als (z,z,0, w, w);
w = 0= z =t = een oplossing ziet er uit als (z, z, 2,0, z)
t =0 = z = w = een oplossing ziet er uit als (z, z, z, z,0)
Al deze oplossingen zijn (modulo permutatie van de codrdinaten) van de
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vorm - (0,z,z,w,w). Hoeveel zijn dit er? We zullen de volgende gevallen
onderscheiden:

Is = of w gelijk aan 0, zeg x = 0, dan ziet een oplossing er op permutaties
na uit als (0,0,0,w,w). Voor w # 0 zijn er ¢ — 1 mogelijkheden en dus in
totaal zijn er (3)(¢ — 1) +1 =10(¢g — 1) + 1 mogelijkheden.

Nu nog de mogelijkheid x # 0,w # 0. Dit splitst in twee gevallen. Als
z = w, dan zijn er (})(g — 1) = 5(¢ — 1) mogelijkheden en als z # w, dan
zijn dat er (%,")5- (5) = 15(¢ — 1)(g — 2).

In totaal hebben we dus 1+ (¢—1)(10+5+15(¢—2)) = 1+ (¢—1)(15¢g—15)

oplossingen waarin twee codrdinaten gelijk zijn.

In het resterende geval zijn alle codrdinaten verschillend, maar eentje er-

van is gelijk aan 0. Omdat alle co6rdinaten verschillend zijn, kan er hoogstens
één coordinaat 0 zijn. Zeg x = 0, dan ziet een oplossing eruit als (0, y, z, w, t),
met y, z,w en t alle verschillend en ongelijk 0. Maar zo’n (y, z,w,t) corre-
spondeert precies met een woord van gewicht 4 en deze zijn er niet, zodat er
ook geen oplossingen zijn van bovenstaande vorm.
Dus het aantal oplossingen dat geen woord van gewicht 5 is, is precies
1+ (¢ — 1)(15g — 15), zodat het aantal acceptabele oplossingen gelijk is
aan (¢ — 1)(¢* + 7¢ + 1) — (¢ — 1)(15¢ — 15) = (¢ — 1)(¢* — 8¢ + 16) (resp.
(g — 1)(¢* — 10g + 16)). Om hieruit het aantal woorden van gewicht 5 te
halen moeten we tenslotte nog delen door 5!, omdat een permutatie van de
coordinaten van een oplossing hetzelfde woord representeert. We conclude-
ren, met weer de notatie ¢ = 2™, dat

1§0 VOOr m even;
#woorden van gewicht 5 in BCH(m) =

J— 2 —
(¢—1l(g 12010(1 +16) VOOTr m oneven.

Een ander, maar opnieuw geheel meetkundig bewijs voor deze formule wordt
gegeven in een artikel van Marcel van der Vlugt, verschenen in het Nieuw
Archief voor Wiskunde 14 (1996). Ook hij begint met hetzelfde kubische op-
pervlak in P2. Vervolgens neemt hij een lijn die geheel binnen het oppervlak
ligt, en dan de verzameling vlakken die deze lijn bevatten. Het blijkt dan
mogelijk, in elk van die vlakken afzonderlijk het aantal punten in de door-
snede van het vlak met het kubische oppervlak te tellen. De reden dat dit
lukt, is dat zo’n doorsnede de vereniging is van de lijn die eerst gekozen was,
en nog een kromme die door een vergelijking van graad 2 wordt gegeven.
We merken tenslotte op, dat de formule ook te vinden is door gebruik te
maken van de stelling van MacWilliams: de duale code is vrij gemakkelijk
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als een ‘spoor-code’ te zien, zoals wij dat hier ook gedaan hebben voor de
Hamming codes. Een bewijs langs deze weg is te vinden in Section 15.3 van
het boek “The theory of Error-Correcting Codes” geschreven door J. Mac-
Williams en N.J.A. Sloane (1983).

3.3 Decoderen van BCH (m)-codes

Stelling 3.3.1 Voor m > 3 is de BCH(m) code een code die tot en met 2
fouten kan corrigeren.

Bewijs. Omdat BCH(m) een lineaire code is volgt met stel-
ling 1.2.6 dat de minimale afstand gelijk is aan dp,

MiNy—(yy,...0,_1)eBCH(m)\{0} (2@ntal v; #0) = min,epon(m)\ oy (gewicht v).
Uit het voorgaande weten we dat voor het gewicht van een woord
(# (0,...,0)) tenminste 5 is, en voor m > 3 zijn er woorden van gewicht 5
zodat d,;, = 5. De stelling volgt nu uit stelling 1.3.4 O

Veronderstel in het vervolg dat het aantal fouten < 2 is.

Stel dat r = (ag,-.-,a9m-1_9) € ]Fgm_l_1 een ontvangen woord is, dat
correspondeert met f, = ag 4 -+ + agm 1o X" 2 € Fy[X]/(XZ" 1 —1).
Als je nu f.(a) en f.(a?®) berekent, dan kun je hier de nodige informatie
uit halen. Als namelijk blijkt dat beide 0 zijn, dan is r correct (of er zijn
tenminste d,,;, = 5 fouten gemaakt).

Veronderstel nu dat niet beide 0 zijn, hoe kunnen we dan het verzonden
woord uit r terugkrijgen?

#fouten = 2. Stel dat de ¢ en de ;¢ co6rdinaat niet correct zijn ontvangen,
dan zijn deze 7 en j als volgt te vinden. Omdat we over Fy werken, geldt dat
het correcte codewoord f,(X) = f.(X) + X®+ X7 is. Schrijf a = of,b= o,
dan f.(a) =0, omdat ¢ een woord is. f.(a) = fr(a)+a+b= f.(a) =a+b.
Evenzo f,(a®) = a®+0® = (a + b)(a® + ab + b*) = fr(a)((a + b)? + ad) =
[+ (@) ((fr(a)* + ab), zodat het zoeken van het verzonden woord niets anders
is dan een oplossing zoeken van het stelsel

a+b= fr(a)
ab=LGF + (fr(e))?

Merk op dat f.(a) # 0, want anders zou r een codewoord zijn van Hy(m) D
BCH(m). Ook c is dit, dus r — ¢ € Hy(m). Deze heeft gewicht 2, maar
dpmin > 2 voor de code Hy(m). Dit stelsel oplossen is equivalent met het
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vinden van de wortels van de vergelijking

fr(@?)
fr(c)
waarmee dan in principe de fouten zijn gecorrigeerd. Merk op dat we dit in

karakteristiek 2 aan het doen zijn, zodat we geen (direct) gebruik kunnen
maken van de abc-formule.

Y2—f,,(a)Y+ +(fr(a))2:01

# fouten = 1. Stel dat in de #° codrdinaat een fout gemaakt is,
dan geldt dat het correcte woord f.(X) + X* is, dus f.(a) + o = 0. Uit
deze vergelijking kunnen we weer de juiste ¢ bepalen.

3.4 Melas codes

We nemen m € Z>; en ¢ = 2™. Laat verder o een voortbrenger van de
cyclische groep F, zijn.

Definitie 3.4.1 De Melas-code M (m) wordt gedefinieerd door

qg—1 qg—1
M(m) = {(al,ag, ...,aq_1) c ng_l | Zaiai = Zaia_i = 0} .
i=1 =1

Dit is dus geheel analoog aan de BC H-codes; het is dan ook niet verwonder-
lijk, dat ongeveer dezelfde berekeningen ervoor gedaan kunnen worden. Het
vinden van het aantal woorden met gewicht 5 is overigens een stuk lastiger.
Dit is in de literatuur op twee verschillende manieren gedaan, waarbij beide
flink wat algebraische meetkunde gebruiken; zie Journal of Combinatorial
Theory series A 57 (1991), pagina’s 163 t/m 186 en ook Journal fiir die reine
und angewandte Mathematik 432 (1992), pagina’s 151 t/m 176. Wat we hier
nu zullen doen is

(a) De dimensie van M (m) bepalen;
(b) Het aantal woorden van gewicht 0,1,2,3 en 4 berekenen.
Propositie 3.4.2 Er geldt
0 als m = 1;

dimg, (M (m)) = 1 als m = 2;
2 —1—-2m als m > 3.



3 GEWICHTSVERDELINGEN 36

Bewijs. Allereerst merken we op (o) = Fy, en dusis ord(a) = ¢—1 =2"—1.
Als m =1 dan geldt ¢ = 2! = 2 en dus

M(m) = M(1) = {aEIFg |aa=a=0},
waar (o) = F; en dus a = 1. Met andere woorden M (1) = {0}. We vinden

dus in dit geval dimg, M (1) = 0.
Alsm=2,danis ¢ =2" =4, F; = (a) = {1,a,a?} en

M(m) = M(2) = {((11,(127113) €F? | a1 +asa+ aza® = a; + % +% = 0}_
Stel nu dat (a,b,c) € M(2), dan geldt
a+ba+ca® = 0 (6)
a+£+§ = 0. (7)

Uit (6) volgt dat o een nulpunt is van het polynoom f(X) := a+ bX + cX?.
Echter, in het algemeen, als (3) = I}, dan is ord(8) = p" — 1 en

F,» =T, (0]

Immers, stel van niet, dan hebben we vanwege 3 € F,» de gelijkheid F,[§] =
F,x, voor zekere k < m. Dus zou (3 een nulpunt zijn van X?* — X en dus
P = 3, in tegenspraak met het feit dat ord(3) = p™ — 1.

Dus het minimumpolynoom van « over Fy heeft graad
deg (fit,) = [Fela] : Fo] = [Fp: @ Fp] =2.

Dus of f = 0 of f(X) = 1+ X + X2, het enige monisch en irreducibele
polynoom van graad 2 in F;[X]. In het eerste geval krijgen we het woord
(0,0,0) en in het tweede geval het woord (1,1,1). Het woord (0,0,0) zit
zeker in M (2), want M(m) is lineair. Omdat (1,1,1) aan (6) voldoet (het
minimumpolynoom van « over Fy, is immers gelijk aan 1 + X + X?), zien
we door deling van 1 + a + o door o? dat het woord (1,1,1) ook aan (7)
voldoet. Dus
M(2) ={(0,0,0), (1,1,1)}.

Conclusie
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Tenslotte kijken we naar het geval m > 3. Hier geldt

g-1 q—1
M(m) = {(alaa% oy lgo1) € BT | Zaio/ = Zaia_i = 0}
=1 i=1

- 1 1 \\"
= Resr, /F, (1, ..y, l,a,...,aq_l :

f=fr,, het minumumpolynoom van « over Fy

Laat nu

en

. 1
g= f]pé/ “  het minumumpolynoom van o over [Fy.

Dan zijn f en g monisch en irreducibele polynomen in Fy[X]. Verder geldt

want o € Fy[a ! en a~! € Fy[a], en dus
deg(f) = [Fela] : Fo] = [Faa™] @ Fo] = deg(g).
Verder geldt voor m > 3 dat f en g verschillend zijn, immers

al=a"?¢{a,a%a®,. ., }
want als ™' = 2”2 = " voor zekere k € {1,2,...,m — 1} dan moet
2m — 2 = 2 Echter

—1>2
2m:2.2m71 :2m71+2m71m>* 2_+_2m71 Z 2+2k

De verzameling {o, a2, a%,...,a>" '} is de nulpuntenverzameling van f (dit
feitje uit de algebra is al meerdere malen in dit dictaat gebruikt). Dus is
a~! geen nulpunt van f, terwijl het wel een nulpunt van ¢ is. Dus f en g
zijn verschillend. Hieruit zien we dat M (m), opgevat als deelverzameling van
Fo[X]/ (X?" 71 — 1), gelijk is aan het ideaal

M(m) = {&|h(a)=h(a"") =0}

{E|f|h en g|h}
{n | kgv(f,g) | h}

{h | f-glh}
(f-9)-

—
=
X

I
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Nu (*):
Er geldt B
he M(m)<= f|h en g|h.

Bewijs:

= Stel h € M(m), dan is h(e) = 0. Stel verder dat f /| h, dan bestaat
er een 7 Z 0, deg(r) < deg(f) zodanig dat h = ¢ - f + r. Invullen
van « geeft, daar h(a) = f(a) = 0, r(a) = 0 en dus zou f niet het
minimumpolynoom van « over Fy zijn. Tegenspraak.
Door f te vervangen door g en o door a~! zien we analoog dat g | h.

< Stel g | h, dan volgt h = g - g voor e.o.a. polynoom ¢ € Fo[X]. Hieruit
volgt g(a™") = g(a') - g(a™") = 0, want g(a ') = 0. Analoog ook
h(a) = 0. Conclusie is dat h € M(m) zit.

Verder geldt
deg(f - g) = deg(f) + deg(g9) = m+m =2m

en dus is
dimg, M(m) =2™ — 1 —2m.

Hiermee is het gestelde bewezen. O

We gaan nu op zoek naar het aantal woorden in M(m) van gewicht 0, 1,
2, 3 en 4. Voor v € M (m) schrijven we als gebruikelijk w(v) = #[ coeff. v;
van v ongelijk 0] en A; = # [woorden van gewicht i].

De nulvector zit in de (lineaire) code M (m), dus Ay = 1.

Wat #v :  w(v) = 1 betreft, zulke woorden zijn er niet, want
M (m) C Hy(m) en die laatste heeft ook geen woord(en) van gewicht 1. Dus
A1 == 0

Dan #v: w(v) = 2.
Zulke woorden bestaan ook al niet in Hy(m). Dus Ay = 0.

Vervolgens #v : w(v) = 3.
Dit correspondeert met z,y,z € F, = Fn, onderling verschillend, met de
eigenschappen

r4+y+z =0 (8)

1 1 1
-+ -+- = 0. 9)
T Yy =z
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Uit (8) volgt z = x + y. Dit substituerend in (9) geeft

gttt ety talety tay
Ty T4y zy(z +y) '
Dus
(x+y)(x+y) +ay=2>+ay+y>=0.

Wanneer we delen door y (dat mag, want y # 0) zien we dat we oplossingen
in F;, moeten zoeken van de vergelijking

w?+w+1=0.
Echter uit deze laatste volgt:
w? —1=(w—1)(w’+w+1)=0.

Dus we moeten op zoek naar elementen w € F; met de eigenschap w # 1 en
w* = 1. Dus zijn we op zoek naar elementen w € F; met ord(w) = 3.
Altijd geldt ord(w) | #F;, =q¢—1=2"—1.
Claim:
3|2 —1<=2|m<= miseven.

Bewijs: we moeten aantonen dat 2 —1 mod 3 = 0 precies dan als m even is.
Dit iss direct duidelijk uit het feit dat 2 = —1 mod 3, dus 2™ = (—1)™ mod 3.
Wat we dus zien is, dat als m oneven, dan zijn er geen elementen w € F,
met ord(w) = 3, immers als wel, dan zou 3 | 2™ — 1, in tegenspraak met
bovenstaande. In dat geval is A3 dus gelijk aan 0. We beperken ons nu tot
m even. Stel dat w € F; een element van orde 3 is, dat betekent:

wi=1, w#1l

ofwel: w” 4+ w+1 = 0 en dus is w een nulpunt (in F}) van het polynoom
X2+ X + 1. Dit polynoom heeft ten hoogste 2 nulpunten in K, (want het is
een polynoom van graad 2). We maken nu gebruik van de volgende stelling
uit de algebra:

Is G een eindige groep, en is p een priemgetal dat het aantal elementen van
G deelt, dan bestaat er een element g € G met ord(g) = p.

Dit toepassende op G = F; en p = 3 zien we dat er inderdaad een nulpunt,
zeg wy, in F, van het polynoom X? 4+ X + 1 bestaat. Hieruit volgt

X2+ X+1=(X—w)-r(X)
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waar 7 een polynoom in Fy[X] is van graad 1, dus er bestaan zelfs twee
nulpunten in F;, zeg w; en wy. Verder zijn w; en wy verschillend, want
als ze hetzelfde zouden zijn, dan impliceert uitschrijven van X? + X + 1 =
(X —w;)(X —wy) dat w2 = 1, in tegenspraak met het feit dat ord(w;) = 3.
Laten we nu eerst naar w; kijken. Er geldt

x
i
)

en dus x = wyy. Met y gekozen ligt x dus vast en ook z =z +y = (w; +1)y.

Als y € I, dan geldt

e 0 # x # y: De eerste gelijkheid is triviaal. Stel x = y dan geldt y = w1y
en dus 1 =y -y~ = w, tegenspraak.

e 2 # 0, want als z = 0, dan x = y en dat was niet zo, getuige het eerste
item.

e r # z # y Immers, als b.v. x = z dan geldt y = 0, tegenspraak.

Dus elke y € F, correspondeert met een woord van lengte 3 in onze code
M(m). Dit geeft ¢ — 1 = 2™ — 1 stuks. Voor w, geldt een analoog verhaal.
Tezamen geeft dit 2 - (2™ — 1) woorden. Echter de eerste index hebben we
geassociéerd met z, de tweede met y en de derde met z, terwijl dit volstrekt
willekurig was. Met andere woorden: we moeten het gevonden resultaat nog
delen door het aantal manieren waarop we drie elementen over drie plaatsen
kunnen verdelen en dat zijn er 3! = 6. Met andere woorden

0 VOOr m even;
Az =1 5

m—1
3 voor m oneven.

Tenslotte nog #v : w(v) = 4.
Dit correspondeert met z,y, z,w € I, onderling verschillend, met

r+y+z+w = 0 (10)
11 1 1
—+-+-+— = 0. (11)
rT Yy oz w

Uit (10) volgt, analoog aan bovenstaande, w = x + y + 2z en dus

1 1 1 1

- +-+-+———=0

r Yy 2z TH+yY+z
—

yz+rz+xy 1

Yz T+y+z
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Hieruit zien we:
TYz = xYz + 2z + xzy + y2z + Yz + :va + yz2 +x22 + TYZ.
Dus
0 = 2%y+zyz+ay® +y°z + 2%z + 22° + vyz + y2?

(2° + 22 + 2y +y2)(y + 2)
= (z+y)(z+2)(y+ 2).
Er zou dan moeten gelden x = y, © = z of y = 2, in tegenspraak met het

gestelde dat x, y en z onderling verschillend moeten zijn. Hiermee is bewezen
dat ook A, = 0.

3.5 Een niet-binaire BC' H-code

We kijken tenslotte in dit hoofdstuk naar een code over F,, namelijk C :=
BCH,(1). In sommige literatuur wordt dit een Reed-Solomon code genoemd;
op dit soort codes komen we in het volgende hoofdstuk nog terug. We her-
halen eerst de definitie van C'. Neem p een priemgetal. We zullen er voor
het gemak steeds van uitgaan, dat p > 3. Laat 3 een voortbrenger zijn van
de cyclische groep F;, dan is C' de code over I, gegeven door

p—1 p—1
C:{(al,GQ,...,CLp_l) ‘ ZaZﬂZ:Zazﬂ?’Z:O}
=1 =1

We willen de gewichtsverdeling van de code C' bepalen.

Dit gaat als volgt.
Allereerst merken we op dat

CH= (8, 5. .. 071), (8% 8., 6% D))

een lineaire code over T, is met dimensie dimy, C*+ = 2.

Immers, daar p priem en p > 5, is p # 1, 2, en 3. Verder geldt
det( 11 >—ﬂ3—5—0(=>ﬁ2—1
g p
Hieruit zou volgen ord(f3) | 2 en dus ord(3) < 2, in tegenspraak met het

feit dat ord(8) = p — 1 > 3. Dus de vectoren (1, )" en (1, 3%)" zijn lineair
onafhankelijk, waarmee het gestelde bewezen is.
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We zien dus dat #C* = p?. Stel nu dat

p—1
Wer(z) = Z a;r"
i=0
dan is
1 2t . .
W()(.T) = #CJ- - az(l — x)"(l + (p — 1)x)p_1—z (*)

We maken in het vervolg gebruik van de volgende twee lemma’s:

Lemma 3.5.1 Als p priem en z € F, met 22 = 1, dan volgt x = —1 of
z=1.

Bewijs. 22 =1=2>-1=0=p|2’—1=(x—1)(z+1). Dusp|z—1
of p | x + 1. Hieruit volgt x =1 of z = —1. O

Lemma 3.5.2 Als p priem, dan bevat ¥, precies ’%1 kwadraten.

Bewijs. Beschouw de afbeelding
[ F, = F

gedefinieerd door

flz)=2-z=2°
Deze f is een homomorfisme, immers f(1) = 1l en f(z-y) = (z-y)? = 2%y =
f(z)- f(y) voor alle z, y € Fy;. Verder geldt dat als z € ker(f), dan f(z) =1
en dus 7> = 1. Uit lemma 3.5.1 volgt dan dat ker(f) = {—1,1}, dus

4 beeld (f) = 1‘%1

waarmee het gestelde is bewezen. O

Een woord v in de code C* ziet eruit als
v = (aﬂ +03, a3 +b8°, ... a8 + bﬂ?’(p*l)) voor zekere a,b € F,.

We onderscheiden nu een tweetal gevallen:
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b=0.

b#0.

In dit geval ziet v eruit als

v = (aﬂ,aﬂQ, .. .,aﬁp_l)
en dit woord heeft gewicht
0 als a=0
p—1 als a#0,
immers als a # 0, dan geldt per definitie van een lichaam dat g% #
0 voor iedere k € {1,2,...,p — 1}. Bovendien zijn er precies p — 1

elementen ongelijk aan 0 in [F,. Dus we hebben, met b = 0, precies één
woord van gewicht 0 en p — 1 woorden van gewicht p — 1.

Als a = 0, dan krijgen we analoog aan bovenstaande p— 1 woorden van
gewicht p — 1.
Als a # 0, dan mogen en zullen we schrijven

v = (ax + bx?’)xew )
P

We willen nu tellen hoeveel van de az + bz?® ongelijk aan 0 zijn. Welnu,
als ax + bx® = 0, dan volgt, daar b # 0 en z # 0, dat

% +22=0, oftewel z%= —%.

— Als —% een kwadraat is, dan is

a

b

voor een of andere a € F;. In dit geval zijn er twee oplossingen

van de vergelijking 22 = o, namelijk = +a, immers

2 l')z —1 Lemma 3.5.1 T - 41

x :oz2(:)(—
o o

Met andere woorden: Ons woord v heeft in dit geval gewicht p— 3.

Verder weten we uit Lemma 3.5.2 dat er ’%1 kwadraten zijn.

Als we dan o hebben gekozen, dan is ¢ = —ba. Kiezen we

verder ook b nog, dan ligt a vast. In totaal hebben we dus
-1
(p—1) - pT woorden van lengte p — 3.
——

keuzes voor b
# #keuzes voor de kwadraten



3 GEWICHTSVERDELINGEN 44

— Als —% geen kwadraat is, dan heeft de vergelijking

geen oplossing, en dus hebben we ook @ woorden van gewicht

p—1 (Lemma 3.5.2 zegt ook: Er zijn 2 niet-kwadraten!!).

Conclusie:
-1 2 -1 2
Woile) = 1+ 2Ly ((p— D+ -1+ 2 )
2 _
= 1+ (p 21) xp73 + (p 1)2(p+ 3)$p71.

Een kleine controle leert dat de som van de coéfficiénten gelijk is aan
p? = #C*, zoals het zijn moet. Met behulp van (x) kunnen we nu de
gewichtsverdeling van de code C schrijven als W (z) =

- 530 a1l —2)(1 + (p— D
- 1 {(1 +(p— D)+ 221 - g 314 (p— Do) + @20 x)pfl}

( p—1 p—l
( . >(p—1)’ﬂcz
i=0

1=

N

+

= O 12— Vet (-1 Y (p_3)(—1)ixi .

+

b-Dp+3 3 (p - 1) (1)

\ 1=0

7

De code C blijkt minimale afstand d,,;, = 2 te hebben, zoals zowel uit
bovenstaande formule als uit een directe berekening te halen is. Er zijn
precies (p — 1)?/2 woorden met gewicht 2 in C.



4 GOEDE CODES 45

4 Goede codes

Zij C C Fy een code. De relevante parameters ervan worden geschreven als
(lengte=n, # woorden=M, min. afstand=d). Is bijvoorbeeld C een lineaire
[n, k, d]-code, dan zijn deze parameters (n, ¢*, d). Je kunt nu proberen om bij
vaste n en d het maximale aantal codewoorden te vinden; dit hangt uiteraard
ook van q af.

Definitie 4.0.3 Voor n € Zs, en v € Ry is A(n,r) gedefiniéerd als het
mazimale aantal woorden in een code van lengte n over ¥, met de eigenschap
dmin >

Verder is het interessant om een soort maximale informatiedichtheid bij een
gegeven minimale afstand te definiéren, en te kijken hoe groot die kan zijn
voor n — oo. Dit leidt tot het volgende.

Definitie 4.0.4 Voor 0 < 6 < 1 schrijven we a(6) := limsup,, _,,, —8Ar0n),

n

Hier kan je als volgt aan denken. In een woord van lengte n zullen, afhan-
kelijk van de kwaliteit van het kanaal waarover je het verstuurt, in de regel
hoogstens een bepaalde fractie van de n letters foutief aankomen. Het getal
0 in bovenstaande definitie is een bovengrens voor deze fractie. Het is dus
een maat voor de kwaliteit van het kanaal waarover we gegevens versturen.
Bij een gegeven ¢ kijken we vervolgens naar de maximale informatiedichtheid
van codes van lengte n en d,,;, > dn, en tenslotte wordt voor n — oo een
grootste limietpunt genomen. Er geldt dan dat a(d) < 1, en hoe groter dit
getal is voor een gegeven waarde van ¢, hoe gunstiger de informatiedicht-
heid zal zijn van zekere families van codes met groeiende lengte en bepaalde,
proportioneel met die lengte groeiende minimale afstand.

4.1 Onder- en bovengrens van «(0)

We beginnen met een eerste afschatting.
Stelling 4.1.1 Er geldt a(6) <1 —9.

Bewijs. Beschouw een (n, M, d)-code C. Laat nu de laatste d—1 cotrdinaten
weg. De zo verkregen code C' is dan een (n — d + 1, M,> 1)-code, dus
M < ¢" %! Hieruit volgt dat A(n,d) < ¢" ¢!, en daarmee W <

nodrl 51 —4. 0

Stelling 4.1.2 (Plotkin) Er geldt

1——2_ qaglsd<1-—1:
< 1-1/q = q’
a(é)_{ 0 alstl—%.
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Bewijs. Neem een (n, M, d) code C, en schrijf C = {vy,...,vp}.

Beschouw dan ), . d(v1,v2), de som van alle geordende paren elementen in
C (dus elk paar elementen levert 2 bijdragen aan de som). Het aantal paren
dat een bijdrage # 0 levert is M-(M —1), dus de som is > M-(M—1)-d. Als je
alle elementen van C onder elkaar schrijft, kun je dit opvatten als een matrix.
Neem daar een kolom van en stel m(«) := #keer « in de kolom. Je hebt dan

dus M —m(«) elementen # «, dus de kolom draagt }_ ., m(a)(M—m(a)) =
MY, mla) -3, m(@)? = M? =5, m(@)? bij aan ., d(v, vs).

Beschouw nu in Z9 de vectoren a = (m(ay),...,m(ay)) en b = (1,...,1)
dan volgt met Cauchy-Schwartz: ||a]|?-]|b]|* > (a, b)?, oftewel Y- m(a)?-q >
(3>, m(a))? = M?2. Dus de bijdrage van onze kolom is

Zm 2 < M? — M?/q.

Nuis}_, ,, d(v1,v2) gelijk aan de bijdragen van alle kolommen gesommeerd,
en omdat er n kolommen zijn is dit

1
n-(1-=)- M2
(-
Schrijven we 0 = (1 — é), dan volgt nu dus: M(M — 1)d < nM?0,
oftewel M < 1 4 %GM. Dit kunnen we schrijven als M(1 — %) < 1.

d

De conclusie is, dat als nf < d, dan M < ﬁ. Dus dan
. a4 Jog( 97 . 4 Jog( -0

a(d) < thUPn—mw = limsup,,_, og(ﬂ‘”’) = 0, en daarmee

a(6) = 0 voor § > 6.

Stel nu dat C een (n,M,d) code is met d < nf. We gaan een af-
schatting voor M bepalen, door een nieuwe code te maken waarvoor wel
d > nf. Kies n' = [%1] (Hier is voor r een reéel getal [r] de entier van r,
dat is de grootste k € Z met k < r). Er geldt dan n' = [451]0 <d—1 < d.
Kies nu een w € C, dan kun je een nieuwe code maken, waarbij de
codewoorden uit de eerste n' coéfficienten bestaan van alle codewoorden in
C die dezelfde laatste (n — n') coéfficienten als w hebben. Dit wordt dan
een (n', M’ d’) code, met d' > d > n'. Nu volgt dus M’ <

n—n'

— d- n’0
Er zijn ¢ mogelijke staartstukken (laatste n — n' coefﬁ(:lenten) elk

behorend bij maximaal 5 9 woorden, dus M < ¢"™" - . Hieruit volgt

2og (g™ ") - 5“/ n—n' +9 log(_i,)
o(5) < tim 80 s _ O=nO/n” — 1 —

n—00 n n—00 n

|

Voor het laatste gelijkteken gebruiken we dat M <n <

. log(5
dat -1 < I < 16 gys L o<1 - 0 < 1+0. Hieruit volgt % <

=l oftewel
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log(1— 1" log(4t¢ .
o8 ~ 3 < = — ). De buitenste twee gaan naar 0 voor n — oo, want
lim, ,oxlog(z) = 0. En daarmee convergeert ook de middelste term naar

0. O

Vervolgens gaan we een ondergrens voor «(d) bepalen. Merk op, dat we al
weten dat a(d6) =0 voor § > 1 —1/q.

Stelling 4.1.3 (Gilbert-Varshamov) Voor d <1—1/q geldt
a(d) >1+d0logd+ (1 —6)log(l —6)—dlog(qg—1),
waarin de logaritme (log = log) is.

Bewijs. Beschouw een (n, M, d)-code C' met M maximaal, d.w.z. C is niet
uit te breiden tot een (n, M + 1, d)-code. Dan geldt dus voor elke v ¢ Iy dat
d(v,c) < d—1voor een ¢ € C. Dit betekent, dat | . By1(c) = Fy, waarin
By_i(c) ={v €T |d(v,c) < d—1}.

Kennelijk is dus ¢" <) .o #Ba-1(c).

Het aantal elementen van By 1(c) is onafhankelijk van ¢, want er is een
bijectie tussen By 1(c) en By 1(0), namelijk de translatie over —c. Er geldt
#By 1(0) =1+ (1) -(g—1)+---+(,",) - (¢—1)%"", want er is 1 element dat
op 0 plaatsen van (0,...,0) verschilt, er zijn er (’f) (¢ — 1), die op precies 1
plaats van de nulvector verschillen (n keuzes voor de plek en dan ¢ — 1 voor
het element van F, dat we op die plek zetten), enzovoort.

Er volgt dus

ceC =0

Door dit te herschrijven, volgt

a(d) = limsup M n— ‘log (Zi<6n (?) (g - 1)2)

n—»00 n n—00 n

> lim

We zullen laten zien dat voor § < 6 = 1 — 1/q deze limiet bestaat, en gelijk
is aan het rechterlid zoals gegeven in de stelling.

Beschouw de som Y, s (%) - (¢ —1)?). Hierin is de maximale term die bij de
grootst mogelijke waarde voor i, want: (")) - (¢—1)"* < (}) - (¢ — 1) <=
o< —=i<(g-1)-(n—i+1)=(n+1)-(¢-1)—i-(¢—1) <=
ig<(n+1)-(¢g—1)<=1i<(n+1)-0, en aan deze voorwaarde op i is bij
ons voldaan omdat

i<on<bn<f-(n+1).
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Schrijven we d — 1 voor het grootste gehele getal < dn, dan concluderen we

(di 1) (g— 1) <#By1(0) < d- (dﬁ 1) (g — 1)t

We willen limy, o (Ylog(#Bq—1(0))) /n bepalen, en dit kan met de zojuist
gevonden afschatting. Deze geeft links en rechts dezelfde limiet, want rechts

is qloflJ meer en dat gaat toch naar nul. De limiet wordt dus (met de linker):
i 282 @ = D)"Y og(([) | (d—1) - Ylog(g — 1)
n—00 n n—>00 n n
ZNog(( "
= lim M + 4§ -%og(q — 1).
n—o00 n

Hierin gebruiken we onder meer dat lim,_,,,n/d = §, immers d — 1 < on <
d < d0n+ 1. Nu gaan we de resterende term uitrekenen. Er geldt

Tlog <d " ) = log(n!) — Yog((d — 1)!) — Yog((n — d + 1)!)

-1
n d—1 n—d+1
= Z qlogi—z YNog1 — Z og i
i=1 i=1 i=1
n—d+1
d—1
= Z qlog(l—i-—.)-
i=1 L

We kunnen dan de uitdrukking waarvan we de limiet willen bepalen,
benaderen door

(1/n) /ln Nog(l+ (d —1)/z) du.

De integraal hierin is met wat rekenwerk expliciet te bepalen; er komt uit
d—1 n—1

(1—d) qlog(—d) +(n—1) qlog(—d) + (d — 1) Ylog(d — 1) — dlog(d).
n— n—

De fout die gemaakt wordt door de som door een integraal te vervangen,
blijkt voor n — oo naar een eindige limiet te gaan, dus bij deling door n gaat
deze zelfs naar nul. Het is niet moeilijk om te berekenen dat bovenstaande
expressie gedeeld door n, voor n — 0o convergeert naar

—0 -%log(0) — (1 —6) -“log(1 — 6).
Uit deze berekeningen volgt tenslotte, dat
m Nog(#Ba-1(0))

n—00 n

= —0-%ogd — (1 —0) -%log(1 — ) + 0 -%log(q — 1),

waarmee we de genoemde ondergrens voor «(J) hebben gevonden. O
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Onder— en bovengrens voor a(d) bij ¢ = 3.

4.2 De Reed-Solomon codes

In CD’s wordt gebruik gemaakt van een Reed-Solomon code. Dit is een
voorbeeld van een code met % “groot”.
We weten dat F; = (3) voor zekere 3. Kies 1 <m < ¢ — 1, dan:

Definitie 4.2.1 De Reed-Solomon-code RS, 3(m) wordt gedefiniéerd als

1 B B .. pi? .

1 ﬂQ ﬂ4 .. 0
(ao,...,aq,g)E]FZ’W . : =0

1 g™ gmo... gmia-2) g2

De code RS, 3(m) is, opgevat als deelverzameling van F,[X]/(X? ! —1),
gelijk aan het ideaal (kgv((X — f),...,(X — ™)) mod (X7 ! — 1)), want
f=ay+a; X+ ...+ a, 2X92 correspondeert met een codewoord precies
dan, als (,..., ™ allemaal nulpunten van f zijn, dus als f een veelvoud

is van het genoemde kleinste gemene veelvoud. Omdat 3,..., ™ allemaal
verschillend zijn, geldt kgv((X — 8),..., (X — ™)) = [[~,(X — ), dus
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dim RS, s(m) =q¢—1—m.

Dit is ook op een andere manier in te zien. Schrijf B voor de matrix die in
de definitie van RS, 3(m) voorkomt. Door ¢ — 1 — m willekeurige kolommen
uit B weg te laten krijg je een vierkante matrix van de vorm

./I/‘]- .« .. ./I/‘m

X =
m m
xq xm

Zo'n zogeheten Vandermonde matriz heeft altijd volle rang als de x; verschil-
lend en # 0 zijn (en dat zijn ze in ons geval). Dit is als volgt in te zien. X
heeft volle rang als de determinant van X # 0 is, ofwel als det(X") # 0, met
X' de matrix verkregen door voor elke i de i-kolom door z; te delen.

De afbeelding P,,—1(F) — F™ (waarin met P,,_;(F) de vectorruimte be-
staande uit alle polynomen met graad < m — 1 wordt aangeduid), gegeven
door f — (f(z1),..., f(zm)), is surjectief, want er zijn legendre-polynomen
die als beeld de standaard basisvectoren van F™ hebben. Dit impliceert,
omdat beide vectorruimten dezelfde dimensie hebben, dat het een isomor-
fisme is. In het bijzonder vormen de beelden van de elementen uit de basis
1,z,...,2™ ! van P,,_1(F) een basis voor F™. Dit zijn precies de kolommen
van X', dus X’ en daarmee ook X heeft determinant # 0.

Uit het voorgaande volgt dat B zeker ook volle rang heeft, en met de
dimensie-formule volgt dan dat de dimensie van de code (die de kern is van
de matrix-afbeelding) ¢ — 1 — m is.

We weten nu dat RS, g(m) een [¢—1,¢—1—m, d] code is, waarbij d nog moet
worden bepaald. Er geldt algemeen voor een [n, k, d]-code dat k < n—d+1,
dus in ons geval d < (¢ —1) —(¢—1—m) +1 = m + 1. Beschouw een

woord v, met (minimale) afstand d tot (0,...,0). Stel dat de coéfficiénten
# 0 staan op de plaatsen ny,...,nq. Dan zit v' = (v,,,...,0,,) in de kern
van de matrix B’, verkregen door alleen de kolommen nq,...,ng uit B te

nemen. B’ is dan een m X d matrix, met maximale rang (dit gaat precies zo
als bij B). Als zou gelden d < m, dan is die rang d, gelijk aan het aantal
kolommen van B’. Maar dat is in tegenspraak met het feit dat v’ in de kern
van B’ zit. Dus volgt: d = m+1, dus RS, 3(m) iseen [¢—1,g—1—m, m+1]
code. Samengevat, hebben we het volgende over deze Reed-Solomon codes
bewezen.

Stelling 4.2.2 De Reed-Solomon-code RS, g(m) is een MDS-code met para-
meters [¢ —1,g— 1 —m,m + 1].

Helaas kun je zo bij een vast grondlichaam I, alleen een code van lengte
g — 1 maken, terwijl juist gewenst is dat je codes van willekeurig grote lengte
kunt maken.
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4.3 Goppa-codes over P!

Neem een lichaam K dat perfect is (dat wil zeggen elk irreducibel polynoom
in K[X] heeft ggd 1 met zijn afgeleide). De projectieve lijn P! is gedefinieerd
als P == {(z : y)| 7,y € K, (z : y) # (0: 0)}, waarbij verder (z : y) = (v : w)
als (z,y) = A(v,w) voor zekere A € K}.

Beschouw % € K(t). Zo'n rationale functie kan opgevat worden als een

(niet overal gedefinieerde) functie op P'. Vul daartoe & in voor t. Dit levert

a(y) _ oy o) Awg)
b(y) oy b(E) T Blzy)?
Deze % is nu goed gedefinieerd op bijna alle punten van P!, want Boey) =
gggg (Dit volgt uit het feit dat A en B homogeen en van dezelfde graad
zijn; een polynoom heet homogeen als al zijn termen dezelfde totale graad

hebben.)

waarbij n = max(gr(a),gr(b)).
Az \y) _

Definitie 4.3.1 Voor een irreducibel, monisch polynoom P € K[X] , en een
r € K(X) schrijven we

ordp(r) := #P in teller — #P in noemer.

Omdat zo’n monisch en irreducibel polynoom P volledig wordt bepaald door
z’n nulpunten in «;, ..., o, € K, wordt ook wel geschreven ord,,(r). Wij
willen nu bovenstaande definitie zo aanpassen dat we er ook de orde van rati-
onale functies in een punt van P! mee beschrijven. Daartoe moet je in plaats
van monische irreducibele P € K[X] (corresponderend met hun nulpun-
ten a € K), monische irreducibele homogene polynomen in K[X,Y] nemen.
Deze worden ook bepaald door hun nulpunten. Het polynoom [[.(z — ;)
in K[x] met nulpunten «; correspondeert dan met het homogene polynoom
[[;(z — o;y) met nulpunten (o; : 1) € P'. En er is dan ook nog het polynoom
y, met nulpunt (1 :0).

Als we met r = ¢ zoals hierboven % associéren, en met o € K het irredu-
cibele polynoom P := fg en ) € K|z,y| de homogeen gemaakte P, dan
is

ord,(r) = ordp(a/b) = ordg(A/B),

waarin ordg volkomen analoog aan ordp wordt gedefiniéerd. Dus zo krij-
gen we het begrip ‘orde van een rationale functie in een punt (a : 1) van
PY’. Evenzo correspondeert het resterende punt (1 : 0) met het irreducibele
polynoom y, en ord,(A/B) = ord,(A) — ord,(B) = —gr(r) = —gr(a) + gr(b).

Definitie 4.3.2 FEen divisor D op P! is een eindige formele som D =
> np[P] waarin de np € Z, en de som wordt genomen over (monische)
irreducibele homogene polynomen in K[X,Y].

De graad van zo’n divisor wordt gedefinieerd als deg(D) := > np-gr(P).
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Hierin zijn de [P] gewoon symbolen. Het woord monisch betekent gewoon
monisch als polynoom in X, als X tenminste voorkomt. Het enige polynoom
dat wordt beschouwd waar geen X in voorkomt, is Y.

We gaan nu met een functie % een divisor associéren.

Definitie 4.3.3 Voor een functie r € K(t) als eerder beschouwd, met de
eigenschap r # 0, en met bigbehorende homogene polynomen A, B schrijven

we div(r) ==, ordp(4)[P)].

Merk op dat dit inderdaad een eindige som is, want in A, B komen maar
eindig veel irreducibele factoren voor.

Lemma 4.3.4 Voor r € K(t)* geldt deg (div(r)) = 0.

Bewijs. Als r correspondeert met A/B voor homogene polynomen A, B,
dan is de gevraagde graad gelijk aan Y ordp(4)-gr(P), en dit is dus de graad
van de teller min de graad van de noemer, dus nul. O

Definitie 4.3.5 Gegeven een divisor D, dan schrijven we L(D) = {r €
K(t)*| div(r) + D heeft alleen coéfficiénten > 0} U {0}.

Na al deze begrippen uit de meetkunde, komen we eindelijk weer terug bij
codes. Kies daartoe een divisor D, en punten p,...,p, € PY(K) := {(a :
b) € P!| a,b € K} waarbij de p; niet voorkomen in D. Hiermee wordt bedoeld
dat het bijbehorende polynoom (dit is bij p = (a : b) het, eventueel monisch
gemaakte, polynoom bX — aY’), niet voorkomt als polynoom met coéfficiént
# 0in D. Dan:

Definitie 4.3.6 De Goppa-code bij p1,...,p, en D is

C(pi,---,pn, D) :={(r(p1),--.,7(pn))|r € L(D)}.

Merk op, dat de schrijfwijze “r = A/B” zo te kiezen is, dat p; geen nulpunt is
van B. Dit volgt uit de definitie van L(D) plus het feit, dat p; niet voorkomt
in D. Hieruit volgt, dat de Goppa code goed gedefinieerd is.

Stelling 4.3.7 L(D) en C(p1,---,pn, D) zijn vectorruimten over K.

Bewijs. In het bewijs dat L(D) een vectorruimte is, is het enige dat niet
onmiddellijk duidelijk is: 71,7 € L(D) = 1 + 19 € L(D).

Als r; € L(D), dan div(r;) + D > 0 (waarmee bedoeld wordt dat
er geen coéfficiénten < 0 zijn). FEr geldt echter ordp(r; + o) >

min(ordp(ry),ordp(r2)), dus dan ook div(ry+72)+D > 0, dus r1+7r9 € L(D).
Er volgt dat L(D) een vectorruimte is.
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Nu het bewijs voor C(py,...,pn, D). Beschouw de afbeelding L(D) — K",
gegeven door r +— (r(p1),...,7(pn)). Deze afbeelding is duidelijk line-
air, dus het beeld ervan is ook een vectorruimte. En dit beeld is precies
C(p1,---,pn, D). O

Voorbeeld 4.3.8 Neem K = Fy en D = [X? + XY + Y?] — [Y]. Verder
geven de de punten p; = (0 : 1) en po = (1 : 1) in P (F;). (Merk op dat
inderdaad de p;’s niet in D voorkomen.)

Per definitie is

L(D) = {r € Fy(t)" | div(r) + D heeft alleen maar coeff. >0} U {0}.

Stel 1)
r(t) = o) € L(D).

Voor elk monisch en irreducibel polynoom P(t) € Fy[t] is
ordp(r) = ordp(f)—ordp(g) = aantal factoren P in f — aantal factoren P in g

en
ordy (r) = ord(r.0)(r) = —gr(r) = gr(g) — gr(f)

We onderscheiden, voor een willekeurig monisch en irreducibel polynoom

P(t) € Fy[t] of P corresponderend met (1 : 0) een drietal gevallen:

e P(t) #t*+t+ 1 en P correspondeert niet met (1 : 0).
De eis r € L(D) levert dan voor P dat

ordp(f) — ordp(g) > 0.

Met andere woorden: zo’n monisch en irreducibel polynoom in Fy[t]
dat ongelijk is aan t2 + ¢ + 1 komt in de teller f minstens even vaak
voor als in de noemer g. Omdat we kunnen veronderstellen dat f en g
geen gemeenschappelijke factoren hebben, kan dus alleen het monisch
en irreducibele polynoom P(t) =t + ¢+ 1 € Fy[t] in g(¢) voorkomen.

o P(t)y=t*+1t+1.
Hiervoor geeft r € L(D) dat ordse 4,1 (f)—ordse4,1(9)+1 > 0. Omdat
de factor t2 + ¢ + 1 niet in zowel f als g voorkomt, volgt dat in g de
factor t2 4+t + 1 ten hoogste één keer voor kan komen.

e P correspondeert met (1 :0).
Voor dit resterende geval levert de eis r € L(D) dat gr(g)—gr(f)—1 > 0.
Omdat altijd geldt gr(f) > 0, mag g niet constant zijn en daarmee volgt
g(t) =t>*+t+1. Daar gr(f) < gr(g) —1=2—1=1 moet f dus gelijk
zijn aan f(t) = a + bt voor zekere a,b € .
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Er volgt dus dat

L(D) = {th| a,bE]Fg}.

2+t+1

We vinden de Goppa-code C(p1,p2, D) door de punten p;, py in te vullen in
de functies uit L(D). Er geldt

(0:1)<—>%:0

en )
(1:1)<—>I:1'

Dus
C(p1,p2, D) = {(a,a+b) | a,b € Fy} = Fy?.

Dit levert dus een niet erg interessant voorbeeld. We zullen verderop zien
dat we dit zonder rekenwerk al hadden kunnen voorspellen.

Voorbeeld 4.3.9 Omdat het bovenstaande voorbeeld uiteindelijk weinig in-
teressants opleverde, doen we nog een tweede voorbeeld. Neem K = F5 en
D = [23—xy?+y®]—[r2+y?],en py, . .., ps alle vier punten van P!(FF3). Dan zit
een r = % ~ ggz; in L(D), precies dan als voor P # 2 — zy* 4+ y3, 2% + y?
geldt: ordp(A)—ordp(B) > 0. Dus alleen z* — zy? + 3* kan in B voor-
komen, en dan ook nog maximaal 1 keer. Bovendien moet z? + 3? min-
stens één keer in de teller voorkomen. De conclusie is, dat precies alle
A/B = (ax + by)(2? + y?)/(z® — zy?® + y?) in L(D) zitten. De afbeelding
ev is in ons geval het evalueren in alle 4 punten van P!(F3), en een A/B in
de kern hiervan moet dus de waarde 0 hebben op al deze punten. Anders
gezegd, de teller A zou deelbaar moeten zijn door elk van z,x — y,x + y en
y. Met een A/B in L(D) is dit alleen mogelijk voor A = 0. We concluderen
dat ev injectief is, en dus heeft de Goppa code die we hier krijgen dimensie
gelijk aan de dimensie van L(D), en die is 2.

We laten vervolgens zien, dat de minimale afstand in deze Goppa code
gelijk is aan 3. Immers, die minimale afstand in onze lineaire code is gelijk
aan het minimale aantal codrdinaten # 0 in een codewoord # 0. Maar dit is
gelijk aan 4 minus het maximale aantal nulpunten in P! (F3) van een niet-nul
functie uit L(D). Zo'n functie uit L(D) is te schrijveen als (ax + by)(x? +
y?)/(2® — zy? + 9®), en heeft dus precies één nulpunt in P! (Fs;), namelijk
(b: —a). De minimale afstand is daarom 4 — 1 = 3.

We concluderen, dat de Goppa code die we zo vinden een [4, 2, 3]-code is,
dus in het bijzonder zelfs een MDS-code. We zullen verderop laten zien, dat
dit voor heel veel Goppa codes bij P! het geval is.
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We gaan nu de parameters van een code C(py, ..., p,, D) uitrekenen.

De lengte is gewoon n. Voor de dimensie kunnen we de al eerder gebruikte
lineaire afbeelding van L(D) naar C(p1, ..., Py, D) gebruiken. Noem deze af-
beelding ev; dus ev(r) = (r(p1), - .., 7(p,)). Dan geldt dim C(ps, ..., p,, D) =
dim(L(D)) — dim(ker(ev)). Noem de met de som van de p;’s geassocieerde
divisor G. Dan is ker(ev) = L(D — G), want r € ker(ev) <= de polynomen
bij alle p; hebben coéfficient > 1 in div(r) <= r € L(D — G), want er gold
al r € L(D), en G en D zijn disjunct.

Hiermee volgt dus: dim(C(pi,...,pn, D)) = dim(L(D)) — dim(L(D — G)).
Wat we dus nog nodig blijken te hebben, is een resultaat over de dimensies
van zulke ruimten L(D). Hiervoor bewijzen we eerst een simpel hulpresul-
taat.

Lemma 4.3.10 De ruimte L(nly]) C K(t) bestaat voor n < 0 alleen uit 0
en voor n > 0 wuit alle polynomen in K[t] van graad < n.

In het bijzonder is dus de dimensie van deze ruimte 0 voorn <0 enn+1
voor n > 0.

Bewijs. Een r € L(n[y]) correspondeert met een quotient van homo-
gene polynomen A/B zonder gemeenschappelijke factoren, waarvoor geldt
ordp(A) — ordp(B) > 0 voor elke P # y, en ord,(A) — ord,(B) +n > 0. Er
volgt dat er geen P # y kan voorkomen in B, want zo'n P zou in zowel A
als B moeten voorkomen. Dus B is een macht van y. Is B constant, dan A
evenzo omdat ze dezelfde graad hebben. En is B = y* met k¥ > 0, dan moet
ord,(A) = 0 en derhalve —k +n > 0, dus k¥ < n. Hieruit volgt het lemma. O

Stelling 4.3.11 (Riemann-Roch voor P'.) Voor een divisor D op P' is
- L(D) =0 als deg(D) < 0;
- dim(L(D)) = deg(D) + 1 als deg(D) > 0.

Bewijs. Voor D = > np[P] schrijven we, zoals gebruikelijk, D > 0 indien
alle np > 0.

-Voor r € K(t)* geldt: L(D) = L(D — div(r)), waarbij een isomorfisme
gegeven wordt door de vermenigvuldiging met r. Er geldt namelijk div(s) +
D > 0<«<=div(s-r)+ D — div(r) = div(s) + div(r) + D — div(r) > 0. (En
elke u € K(t)* is natuurlijk te schrijven als s -7, voor een unieke s € K (t)*.)
We gaan nu geschikte functies r kiezen en op die manier de divisor D door
een zo mogelijk eenvoudiger divisor van dezelfde graad vervangen. Stel D =
D' +n[P]. Kies dan r = (P/y%8"))". Dan is div(r) = n[P] — ndeg(P) - [y,
en daarom L(D) = L(D'+ ndeg(P) - [y]). Als we zo alle termen langs gaan,
dan krijg je uiteindelijk

L(D) = L(deg(D) - [y])-
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De stelling volgt nu direct uit Lemma 4.3.10. O

Stelling 4.3.12 Voor n > deg(D) > 0 is de Goppa code C(p1,...,pn, D)
bij P! een [n,deg(D) + 1,n — deg(D)]-code. In het bijzonder is het dus een
MDS-code.

Bewijs. Stel dat er een woord met gewicht d > 0 isin C(p1,...,p,, D). Dat
is dan van de vorm (r(p1),...,7(pn)), voor een r € L(D), en deze r heeft n—d
van de p;’s als nulpunt. Noem de bij die p; behorende homogene eerstegraads
polynomen @, ..., Q,_q- Dan volgt r € L(D — [Q1] — ... — [@Qn_4]).- Omdat
r # 0 moet dan wel deg(D — [Q1] — ... — [@Qn_g]) > 0. Dus er geldt 0 <
deg(D) — n +d, oftewel d > n — deg(D).

We wisten al dat C(py,-..,pn, D) een [n,dim(L(D)) — dim(L(D — [@:] —
.= [Qn=d])), dmin] code is. De aanname dat n > deg(D) > 0 geeft dan met
Riemann-Roch, dat de dimensie van C(py, ..., p,, D) gelijk is aan deg(D)+1.
Verder geldt algemeen voor een [n, k,d] code dat d < n — k + 1, dus in ons
geval dpi < n — deg(D). We zagen echter al dat 0ok dy,,, > n — deg(D),
dus moet wel d,;;, = n — deg(D). Dit bewijst de stelling. O

Opmerking 4.3.13 Omdat de punten p; die voor de Goppa code
C(p1,---,Pn, D) gebruikt worden, uit P*(F,) komen, is de maximale lengte
van zo'n code over I, dus ¢ + 1. En die lengte kunnen we ook bereiken met
een MDS-code als in bovenstaande stelling. Daarvoor moeten we namelijk
de divisor D zo kiezen, dat er geen eerstegraads homogene polynomen in
voorkomen (want de p;’s moeten disjunct zijn van D). Dit is voor iedere
graad van D mogelijk. Uit de algebra weten we namelijk, dat er bij iedere
graad een irreducibel polynoom in F,[t] van die graad te vinden is. Neem
dan de divisor bij een verschil [Q] — [P], met P, homogeen en irreducibel
van graad 3 en 2, en neem als D een veelvoud hiervan. Zo krijg je in het
bijzonder voor elke gewenste graad > 0 en < g+ 1 een divisor die disjunct is
van py,...,pp. Hiermee zien we dat er [n, k,n — k+ 1]-codes over F, bestaan,
voor elke n < g+ 1 enelke k met 1 <k <n.

4.4 Goppa codes over willekeurige krommen

We zullen nu proberen aan te geven hoe je meer algemeen een Goppa code
over een kromme kunt definiéren. Hierbij proberen we niet om alle definities
heel precies te maken, maar juist om aan te geven hoe de analogie met het
geval van P! werkt.



4 GOEDE CODES o7

4.4.1 de analogie. In plaats van met FF,(¢), beginnen we nu met een
eindige uitbreiding K van F,(¢). We stellen daarbij de voorwaarde, dat K N
F,—F,.

We beschouwden elementen van F, () als functies op P!; evenzo kan men
elementen van zo'n eindige uitbreiding als functies op een zekere kromme
zien. Dit lichten we toe aan een klein voorbeeld.

Voorbeeld 4.4.2 We bekijken de uitbreiding Fy () C Fo(¢, s), waarbij s als
mimimumpolynoom fg W = 22 + x + t3 + ¢ heeft over Fy(¢). Elk element
r € Fy(t, s) is dus te schrijven als u + v - s, met u,v € Fy(t) (dit volgt uit het
feit dat gr(fg, () = 2). Beschouw de kromme E gegeven door

E:={(z:y:2) eP’|y’2+y"+2°+ 22" =0}.

Een functie op E is dan, in navolging van het voorbeeld van de P!, een
quotient A/B waarbij in dit geval A, B homogene polynomen in z,y, z van
dezelfde graad zijn. Zo'n A/B is dan te schrijven als rationale uitdrukking in
het paar z/z,y/z, namelijk door zowel A als B te delen door z¢ waarin d de
graad van A en B is. Nu moeten we er rekening mee houden, dat we functies
op E willen bekijken, en niet noodzakelijk functies op de hele P2. Dit heeft
tot gevolg dat functies die verschillend zijn op P?, heel goed gelijk kunnen zijn
op E C P2. Hier krijg je als volgt voorbeelden van. De punten (z : y : z) van
E voldoen aan y%z + yz2 + 2% + 222 = 0, dus is (delen door 2*) bijvoorbeeld
(y/2)> =y/z+ (x/2)® + 2/z. Met andere woorden, tussen z/z en y/z geldt
precies dezelfde relatie als tussen ¢ en s in Fy(¢, s). We kunnen daarom elke
functie weergeven in de vorm u(z/z)+v(x/2)y/z, voor rationale functies u, v.
En omgekeerd, r = u + vs € Fy(t,s) definieert een functie (eventueel niet
overal gedefinieerd) op F, gegeven door (z :y : 2) — u(z/z) + v(z/2)y/ 2.

Net als voor P!, is het vervolgens mogelijk de orde van een functie in een
punt van de kromme, opnieuw geschreven als ordp(r), te definiéren. Hierbij
moet je denken aan de multipliciteit van een nulpunt of ‘pool’ van de functie
in zo'n punt. Deze begrippen blijken dus ook in de context van krommen
over bijvoorbeeld een eindig lichaam zin te hebben.

Evenals voor P! kunnen we vervolgens divisoren definiéren als eindige
formele sommen van punten op de kromme. Daarbij komt dan opnieuw de
eis, dat we omdat we over een vast lichaam FF, willen werken, dat als n[P]
voorkomt in de divisor D, dan ook n[P’], waarbij P’ het punt is dat je krijgt
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door de coordinaten van P tot de macht g te verheffen. Merk op dat zo'n P’
weer een punt op de kromme is.

De graad deg(D) van een divisor D wordt op precies dezelfde manier als
voor P! gegeven.

Bij een r € K* hoort de divisor div(r) := ), ordp(r)[P]. Het is een feit
dat hiervoor weer geldt deg(div(r)) = 0.

Vervolgens wordt de vectorruimte L(D) bij een divisor D weer gemaakt,
en tenslotte bij gegeven punten py, ..., p, op de kromme met alle coérdinaten
in IF,, die geen van alle in de divisor D voorkomen, krijgen we weer de Goppa
code

Cp1,---,pn, D) :={(r(p1),...,7(pn)) | r € L(D)}.

Over de invarianten van Goppa-codes is dan wat te zeggen met behulp van
dezelfde stelling als voor P!.

Stelling 4.4.3 (Riemann-Roch voor algemene krommen.) Bij iedere
kromme hoort een geheel getal g > 0 dat het geslacht van de kromme wordt
genoemd. Er geldt dan voor een divisor D op een kromme, dat

dim(L(D)) = 0 als deg(D) < 0;

dim(L(D)) > deg(D) + 1 — g, met gelijkheid wanneer deg(D) > 2g — 2.

Opmerking 4.4.4

1. Zoals hier geformuleerd, heeft de stelling in het geval 0 < deg(D) <
2g — 2 dus alleen een ondergrens voor de dimensie van L(D). Dat
is eigenlijk helemaal niet verwonderlijk, want neem bijvoorbeeld een
divisor D met graad 0. Dan zit een functie » # 0 in L(D) precies
dan, als D + div(r) alleen maar coéfficiénten > 0 heeft. Echter, de
som van diezelfde coéfficiénten is gelijk aan 0, dus moet wel div(1/r) =
—div(r) = D. Dus L(D) is 0 als D niet de divisor van een functie is,
en L(D) is niet de nulruimte als D wel de divisor van een functie is.
Dit is kennelijk iets dat echt van de divisor D afhangt, en niet alleen
maar van de graad ervan.

2. Het geslacht g van een kromme is in het algemeen gemakkelijk te
berekenen. Is bijvoorbeeld f € TF,[z,y, 2] een homogeen polynoom
van graad d waarvoor over ]F_q geen punten # (0,0,0) voldoen aan
f=0f/0x =0f/0y = 0f/0z = 0, dan heeft de kromme in P? gegeven
door f = 0 geslacht (d — 1)(d — 2)/2. In het bijzonder heeft dus de
kromme genoemd in Voorbeeld 4.4.2 geslacht 1.

3. Je kan je natuurlijk afvragen waarom juist krommen gebruikt worden
om codes bij te maken. Je zou immers ook hoger dimensionale dingen
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kunnen nemen, en functies daarop. De reden is onder meer, dat je
bij krommen zowel voorbeelden kunt maken met heel veel punten over
F, (al zou dat met iets hoger dimensionaals nog eenvoudiger gaan;
neem bijvoorbeeld de P"), als dat je een vrij eenvoudige Riemann-Roch
stelling hebt die je in staat stelt iets over invarianten van de zo gekregen
Goppa codes te zeggen. Hier komt nog het praktische voordeel bij, dat
men juist voor krommen vrij efficiénte manieren kent om een ruimte
L(D) ook echt te vinden, en bovendien zelfs goede manieren om bij de
hiermee verkregen codes fouten te verbeteren.

Voorbeeld 4.4.5 We gaan hier verder met de in Voorbeeld 4.4.2 gegeven
kromme E over Fy. We hebben al opgemerkt dat het geslacht g van deze
kromme 1 is. Op E liggen de punten pp = (0 : 1 : 0) en p; = (0: 0 : 1)
enpp=(1:0:1)enp3s =(0:1:1)enps = (1:1:1). Een code
C(po, - - -,p4, D) zou dus lengte 5 hebben en dat is meer dan we met P! over
F, konden bereiken. Wij zullen ons hier tevreden stellen met lengte 4, en
daarvoor bekijken we C,, := C(p1,...,ps,n[po]). De ruimte L(n[py]) heeft
dimensie n als n > 1. Voor n = 1 zitten er precies de constante functies in.
Voor n = 2 komt er de functie ¢ = x/z bij, en voor n = 3 eveneens s = y/z.
Voor grotere n krijgen we steeds nieuwe producten van machten van ¢ en
eventueel s in L(n[py]). Een functie in de kern van het evalueren in py, ..., p,
zal in L(n[po] — [p1] — ... — [p4]) moeten zitten. Als n < 4 dan impliceert dit
dat de functie 0 is.

Wij nemen n = 3, en dus de code C3. Uit bovenstaande blijkt, dat
deze dimensie 3 heeft. Een woord met minimale afstand correspondeert met
een functie a + bt + cs die zoveel mogelijk nulpunten heeft onder p; t/m p;.
Anders gezegd, met een lijn a + bx 4+ cy = 0 in het vlak die zoveel mogelijk
van deze p;’s bevat. Omdat geen enkel drietal uit p,...,ps op een lijn ligt,
is dit maximale aantal nulpunten dus < 2, en daarom precies gelijk aan 2.
De minimale afstand in Cj is daarom 4 — 2 = 2, dus Cj is een [4, 3, 2]-code;
in het bijzonder is dit een MDS-code.

Omdat 1,t,s een basis voor L(3[pg]) vormen, zijn hun beelden onder
evalueren een basis voor C3. Deze beelden zijn de vectoren (1,1,1,1) en
(0,1,0,1) en (0,0, 1,1).

Voorbeeld 4.4.6 De Klein kromme C is de kromme in P? gegeven door de
vergelijking 2%y + y®z + 232z = 0. We beschouwen deze hier als een kromme
over Fg. Het geslacht van C is gelijk is aan 3.

Neem de divisor D = 10-[(0 : 0 : 1)] en laat py, ..., p, alle overige punten
op C(Fs) zijn. We gaan aantonen dat C(py,...,p,, D) een [23,8,13]-code is.



4 GOEDE CODES 60

Als z = 0, dan reduceert de vergelijking tot 3y = 0, waaruit volgt z =0
of y = 0 en dus hebben we twee projectieve oplossingen, namelijk (1 : 0 : 0)
en (0:1:0).
Als z # 0, dan mogen we, omdat we alleen kijken naar projectieve oplossin-
gen, zonder verlies van algemeenheid stellen z = 1. Dit levert de vergelijking

?y+y +1=0.

We zien direct dat (0:0: 1) ook een oplossing is.
Alle overige oplossingen hebben zowel x als y ongelijk aan 0.

Laat nu a een primitieve wortel van Fg zijn, dat wil zeggen (a) = F§. Als
(x0,Yo) een oplossing is van de vergelijking

Py+yP+z=0
dan voldoet ook (a*zg, ayy), immers

3
(a3:v0) (ayo) + (ay0)3 + azo = a'zo3yo + ayo® + adx
ord(a)=7
a’zo’yo + a’yo® + a’zo = a® (zoyo + yo® + 3) = 0.
Dit herhaald toepassen, gebruikmakend van het feit dat a” = 1, geeft met
(2o : 9o : 1) € C(Fg) ook de punten

(a®zo :ayo : 1), (axo:a’yy: 1), (a’zo:a’yy:1),

(a®xo = a*yo : 1), (amo:a’ye: 1), (a*zo:abyy: 1) € C(Fy).

In deze baan van oplossingen komt niet tweemaal eenzelfde punt voor, want
ord(a) =7 en yo # 0, dus {yo, ayo, a*yo, a*yo, a*Yo, asyo, a®yo} = Fy.

In zo’n baan van oplossingen hebben we dus in het bijzonder altijd precies
één punt met een y-codrdinaat gelijk aan 1. Voor zo'n punt reduceert de
vergelijking tot

P +z+1=0.

Omdat het polynoom X3 + X + 1 irreducibel is in F, en graad 3 heeft,
brengt elk van z'n drie nulpunten het lichaam Fg voort over F,. Dus het
polynoom X3 + X + 1 heeft al z'n nulpunten in F;. Dit levert drie punten
(x : 1 :1) € C(Fg), en voor elk hiervan kunnen we een baan van zeven
oplossingen doorlopen. We vinden zo 3 - 7 = 21 oplossingen. Tezamen met
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de eerder gevonden oplossingen (0:0:1), (0:1:0) en (1:0:0) levert dit
dus #C(Fg) = 24.

Omdat 2g — 2 = 4 < 10 = deg(D), volgt uit Stelling 4.4.3 (Riemann-
Roch) dat dim L(D) = deg(D) + 1 — g = 8. Tenslotte geldt, dat een woord
van gewicht d > 0 in deze code correspondeert met een functie r € L(D)
die in precies 23 — d van de punten pq, ..., ps3 een nulpunt heeft. Maar dit
betekent dat r € L(D — [p;,] — ... — [Piy;_,]) VOOT een zekere deelverzameling
Dirs---»Diys_y van de p;’s. De graad van de divisor die we hier hebben is
10 — 23 + d, dus zo’n functie r # 0 is er zeker niet als 10 — 23 + d < 0.
Kortom, d > 13.

Verder geldt algemeen voor een lineaire code de ongelijkheid d,n <
lengte — dimensie + 1, dus in ons geval weten we d,;, < 23 — 8+ 1 = 16.
Samen leveren de genoemde ongelijkheden

13 < dypin, < 16.

Als we echt willen weten wat de minimale afstand voor onze code is, dan
zal er vervolgens expliciet gerekend moeten worden. De ruimte L(D) heeft,
zoals we zagen, dimensie 8. Een basis ervoor blijkt te zijn

1, z/x, yz/2*, 22/, 22)2%y, 2Py/a®, 22/x®  en 2t/xPy.

We zoeken dan een niet-triviale lineaire combinatie van deze functies, die
zoveel mogelijk van de punten p; t/m pos als nulpunten heeft. Zoals al
eerder gezegd, een woord van gewicht d > 0 correspondeert met een functie
r # 0 (een lineaire combinatie van bovenstaande acht functies) met 23 — d
nulpunten onder de p;’s. Het laagst eventueel mogelijke gewicht, 13, zou dus
bij een functie met 10 nulpunten horen. Nu is de graad van de divisor van
een functie gelijk aan nul, dus een functie heeft (met multipliciteit gerekend)
evenveel nulpunten als polen. Onze eventuele functie heeft 10 nulpunten,
dus ook 10 polen. En omdat de functie bovendien in L(D) moet zitten, is
het enige punt waar we een pool mogen hebben het punt p,. Dus kennelijk
zoeken we naar een functie die in py een pool van orde 10 heeft, en als enige
nulpunten 10 van de overige p;’s.

We gaan zo’n functie maken, en daarbij gebruiken we voor de tweede
keer de afbeelding ¢ : C — C gegeven door p(x : y : 2) = (a®z : ay : 2)
waarin ¢’ = 1 maar a # 1. Merk op, dat voor een constante ¢ de functie
fi := 23 /2%y — t € L(D) invariant is onder ¢, oftewel f;((P)) = fi(P) voor
elke P # po in C. Hieruit volgt in het bijzonder, dat als P een nulpunt is van
f:, dan is elke macht ¢*(P) eveneens een nulpunt. Kies nu een = € T} die
voldoet aan #® + x +1=0. Dan is P := (2 : 1: 1) € C(Fg) een nulpunt van
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fi, als we t = 1/2* = 2? + x4+ 1 kiezen. Deze f; uit L(D) heeft dus alle 7
punten van de baan van P onder de machten van ¢ als nulpunt. Vervolgens
bekijken we de functie g := z/x —1 € L(D). Het is niet moeilijk na te gaan,
dat deze drie nulpunten heeft van de vorm (£ : 1 : £) € C(Fg), waarin £ de
drie oplossingen van X2 + X2 + 1 = 0 in Fy doorloopt. Samen met de 7
punten in de baan boven levert dit precies 10 punten op C, want de (£ : 1: &)
blijken niet in de baan voor te komen. We concluderen dat het product f;-g¢
al deze 10 punten als nulpunt heeft. Dit product zit in L(D), dus het levert
een codewoord van gewicht < 23 — 10 = 13. Er volgt dat

donin = 13.

Uit voorbeelden als het bovenstaande wordt al de indruk gekregen dat
Goppa codes heel goede codes kunnen zijn. Dit wordt bevestigd door het
volgende resultaat.

Stelling 4.4.7 Stel we hebben krommen Cy,Cs, ... over Fy waarbij C; geslacht
gi heeft, en g; — oo voor i — co. Stel bovendien dat 7y := lim;_,«, g;/#Ci(F,)
bestaat.
Dan kunnen we bij elke € € [0,1] codes C1,Cy, ... construeren waarvoor
d k

geldt dat (5, %) voor n — oo convergeert naar een punt (6, ) met 6 > € en

a>1l—vy—e

Deze stelling zegt, dat we bij elk punt (¢,1 — v — €) in het vierkant
[0,1] x [0,1] een limietpunt bij een rij codes kunnen maken dat “linksbo-
ven” dit punt ligt. Hoe kleiner v genomen kan worden, hoe hoger de lijn met
vergelijking o + 6 = 1 — « ligt in het vierkant J, a-vlak. Het blijkt mogelijk,
v zo klein te nemen dat een stukje van deze lijn boven de grafiek van de in
de Gilbert-Varshamov grens genoemde functie ligt. Dit was in de jaren ’80
een opzienbarende doorbraak in de coderingstheorie. Merk op dat een kleine
v overeenkomt met krommen die veel punten hebben over I, in relatie tot
hun geslacht.

We weten overigens, dat voor zo'n limietpunt (d,«) geldt = 0 zodra
d > 1—1/g. Dus door in bovenstaande stelling ¢ = 1 — 1/¢ te kiezen,
volgt v > 1/q. Dit wil zeggen dat voor “een rij krommen” moet gelden dat
het aantal punten over I, dat er op ligt hooguit ongeveer g - ¢ is. Uit de
meetkunde is veel meer bekend dan dit; bijvoorbeeld geldt zelfs v > 1/(2,/q)
voor zo'n limiet v (de zogenaamde “Weil grens”).

Bewijs. Kies een € € [0, 1] willekeurig en laat P, een punt in C;(F,) zijn.
Schrijf N; = #C;(F,). Kies positieve gehele getallen m; < N; — 1 zodat
m;/N; — 1 — € voor i — oo. Vervolgens nemen we de divisor D; := m;[P}]
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op C;, en de code C; := C(p1,...,pn;—1, D;), waarbij de p; alle punten # P,
in C;(F,) zijn.

De dimensie k; van C; is dan gelijk aan die van L(D;), want evalueren in
alle p;’s heeft als kern de functies in L(D; — >_[p;]) = 0 vanwege deg(D;) —
(N;—1)=m; — N; +1 < 0. En dus k; = dim L(D;) > m; + 1 — g; vanwege
Riemann-Roch. Na eventueel over te stappen op een deelrij, kunnen we
veronderstellen dat § := lim; , k;/(IV; — 1) bestaat, en hiervoor geldt dan

0> lim(m;+1—¢)/N;i=1—€—7.
1— 00

Verder is het aantal nulpunten van een functie # 0 in L(D;) hoogstens m; =
deg(D;). Dus een codewoord # 0 in C; heeft gewicht > N; — 1 — m,;. De
minimale afstand gedeeld door de lengte heeft dan, na eventueel opnieuw op
een deelrij over te gaan, een limiet die > 1 — 14 € = € is. |

Met deze stelling hebben we in principe een methode gevonden om asymp-
totisch goede codes te vinden: we kunnen proberen krommes over F, te con-
strueren waarbij het punten met coérdinaten in IF, meer is het geslacht van de
kromme. Dat dit geen eenvoudige eis is, blijkt al uit het volgende voorbeeld.

Voorbeeld 4.4.8 Laat Cr = {(X : Y : Z) | F(X,Y,Z) = 0} C P? een
kromme in P? zijn. We veronderstellen dat F' homogeen is van graad d en
A F =2F=2F=F =0 heeft alleen (0,0, 0) als oplossing (en heeft dus
geen oplossing in P?).

Deze veronderstelling impliceert dat het geslacht van Cr gelijk is aan (d —
1)(d — 2)/2.

Het polynoom F' bestaat uit de som van monomen van de vorm a;;, XY’ Z*

met i+ j+k = d. Hier zijn er precies Z?:o d—i+1= Zfillz = W van.

Elke eis dat een bepaald punt P € P? op Cr ligt, levert een lineaire conditie

op de a;j;’s. Dus we mogen hopen om F’s te vinden met zo'n W
punten in Cr(F,). Dit zou leiden tot
d—1)(d—-2 d+1)(d+2
geslacht/#Cp (F,) ~ (( )( ))/(( )( )) 1

2 2

Zo’n waarde voor 7y levert echter een lijn 6+« = 0 op, die behalve (0, 0) geen
enkel punt met het vierkant [0, 1] x [0, 1] gemeenschappelijk heeft.

Merk bovendien op, dat we werken over een vaste F,, en dan hebben
we voor een kromme als boven, dat Cp(F,) C P?(F,), en die heeft slechts
q*> + ¢ + 1 punten. We kunnen dus voor “goede” Goppa codes niet werken

met krommen in P2, of zelfs in welke andere vaste P* dan ook.
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De moraal van dit voorbeeld is dat om asymptotisch goede codes te krij-
gen, het aantal punten op de kromme vele malen groter moet zijn dan het
geslacht. Dat dit mogelijk is blijkt uit het volgende voorbeeld.

Voorbeeld 4.4.9 Laat p een priemgetal zijn, en r = p" en ¢ = r? = p*".
Bij het polynoom F := X"*! 4+ Y7+l 4 77+l heschouwen we de kromme C
over [, gegeven door

C:={(X:Y:2)|F(X,Y,Z)=0} C P

Het stelsel F' = %F = B%F = a%F = 0 heeft als enige oplossing (0,0, 0).
We hebben dus dat het geslacht van de kromme C gelijk is aan g = r(r—1)/2.
Om #C(F,) te bepalen, zullen we een aantal gevallen onderscheiden.

Punten met tenminste één coérdinaat 0.

Uit bijvoorbeeld Z = 0 volgt X™™! = —Y"*1. Dit impliceert X # 0 # Y,
zodat we Y = 1 mogen nemen. De vergelijking reduceert dan tot X"+ = —1.
We weten dat IF; = F;, een cyclische groep van orde r* —1 = (r—1)(r+1) is.
Beschouw het homomorfisme van I, naar zichzelf, gegeven door z ~ 271!
Omdat (z"t1)"~! = 27~ = 1, geldt dat de elementen in het beeld voldoen
aan 4" = y, dus in het bijzonder is dit beeld bevat in F;. Verder is de kern een
cyclische groep van orde r+1, dus het beeld bestaat uit (¢—1)/(r+1) =r—1
elementen. We concluderen dat ons homomorfisme een surjectieve afbeelding
van [ naar Fy is.

Het aantal originelen in F; van —1 € F; onder z — 2" is dus 7 + 1.
Hiermee is aangetoond dat er precies r + 1 punten in C(F,) zijn met Z = 0.
Hetzelfde argument voor X = 0 en voor Y = 0 levert, dat er in totaal 3(r+1)
punten in C(F,) zijn met tenminste één codrdinaat gelijk aan 0.

Punten met alle coérdinaten ongelijk 0.

Nu mogen we veronderstellen dat Z = 1 en dus reduceert de vergelijking
tot X"t = —1 — Y"1, Beschouw de afbeelding F*, — F,, gegeven door
y — —1 — y™1. Het beeld van deze afbeelding bestaat uit alle elementen
# —1 van F,.

Neem een w # —1 in F;, dan weten we met het voorgaande dat er precies

r + 1 elementen z € F; zijn met 2" = w. Tevens weten we dat elke
y € F,» als beeld onder y — —1 — 4"t zo'n element w oplevert, behalve
als —1 — ¢y = —1 (en dus y = 0), en als y voldoet aan —1 — ¢! = 0

(en dus y"*! = 1). Van de laatstgenoemde vergelijking hebben we hierboven
gezien dat deze precies r + 1 oplossingen in F, heeft. Dus in totaal zijn er
14+ (r+1) = r + 2 waarden voor y die niet tot een x # 0 in F, leiden
met "t = —1 — y"*! waarbij ook y # 0. Er blijven dus nog r? —r — 2
waarden voor y over, en bij elk daarvan behoren r + 1 waarden x € F; met
't = —1— 9y Zo vinden we (r* —r —2)(r +1) = (r +1)?(r — 2) punten
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in C(F,) met alle coérdinaten # 0.

In totaal hebben we dus 3(r+1)+ (r+1)?(r—2) = (r+1)(r*—r —1) punten
in C(F,), zodat er inderdaad veel meer punten op de kromme liggen dan het
geslacht g = r(r — 1)/2.

Merk op, dat in dit voorbeeld weliswaar de fractie g/#C(F,) naar nul
convergeert, maar dat levert geen rij codes zoals we wel zouden willen. Im-
mers, elke kromme hoort bij een andere ¢, en dus veranderen we ook steeds
het alfabet waarover we codes maken. Door ¢ te veranderen kan men overi-
gens nog wel veel eenvoudiger voorbeelden maken waar dezelfde ratio naar
nul gaat. Neem bijvoorbeeld de kromme C vast, en bekijk dan C(F,) voor
steeds grotere gq. Het is niet moeilijk om deze ¢’s zo te kiezen dat het aantal
punten steeds groter wordt, terwijl hier het geslacht vast is.

4.5 Elliptische codes

Zij F € F,[X,Y, Z] een homogeen polynoom van graad 3, met de eigenschap
dat F = aiXF = %F = a%F = 0 over F, alleen (0,0,0) als oplossing heeft.
Laat

E={(X:Y:Z)eP’|F(X,Y,Z)=0}.
Deze E is een kromme met geslacht 1.
De stelling van Riemann-Roch voor krommen met geslacht 1 luidt:

deg(D) als deg(D) > 0;

dim (D) = { 0 als deg(D) < 0,
voor een divisor D op E.

Definitie 4.5.1 Een code C over F, heet een elliptische code als C' =
C(p1,---,Pn, D) waarin D een divisor is op een kromme E als boven, en
P1s--.,0n € E(F,) (20als altijd, onderling verschillend).

Propositie 4.5.2 Voor een elliptische code C(p1,...,pn, D), met de eigen-
schap n > deg(D) > 0, geldt

(i) de lengte is n;
(#) de dimensie is deg(D);
(#i) de minimale afstand is dfwel n — deg(D), dfwel n — deg(D) + 1.

(iv) De code C(p1,-..,pn, D) is een MDS code dan en slechts dan als voor
elke deelverzameling G van {p1, ..., pn} met precies deg(D) elementen,

er geen functie op E bestaat met als divisor D — G. Anders gezegd, als
L(D — G) = 0 wvoor elk van deze G.
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Bewijs. Dit resultaat volgt direct uit de definitie van een Goppa code plus
de stelling van Riemann-Roch. De ondergrens voor de minimale afstand
volgt uit de observatie, dat een functie # 0 in L(D) niet meer dan deg(D)
nulpunten buiten D kan hebben. De bovengrens volgt uit het algemene feit
dat d < n —k + 1 voor een [n, k, d]-code.

Voor het bewijs van (iv) merken we op, dat de code niet MDS is, precies
dan als er een woord van gewicht n — deg(D) in de code bestaat. Dit corre-
spondeert met een functie r € L(D) die precies deg(D) van de p;’s als nulpunt
heeft. Zo'n functie zit dan in L(D — @), waarin G de divisor corresponderend
met de nulpunten van r onder de p;’s is. O

Merk op, dat de divisoren D — G die in bovenstaand bewijs voorkomen,
graad 0 hebben. We gaan nu voor zulke divisoren de eis L(D — G) # 0 nader
onderzoeken.

Definitie 4.5.3 Bij E een kromme van geslacht 1, als in het voorgaande,
definiéren we de volgende groepen.

1. Div(E) is de groep van alle divisoren op E.

2. Hierin is Dit’(E) de ondergroep bestaande uit alle divisoren van graad
0.

3. Verder is HDiv(E) de groep bestaande uit alle divisoren van de vorm
div(r), waarbij r de functies # 0 op E doorloopt. Dit is een ondergroep
van Di®(E).

4. Tenslotte is Pic’(E) := Din’(E)/HDiv(E).

De theorie van krommen van geslacht 1 onderscheidt zich van die van
andere krommen met name vanwege het volgende resultaat.

Stelling 4.5.4 Kies O € E(F,), dan is de afbeelding E — Pic’(E), gegeven
door P — [P — O], een bijectie.

Bewijs. (Schets.) Het injectief zijn van deze afbeelding volgt uit Riemann-
Roch. Immers, als [P — O] = [Q — O] in Pic’(E), dan zou het verschil P — Q
de divisor van een functie  moeten zijn. Die r zou dan een element van L(Q)
zijn, en dat is een vectorruimte van dimensie 1 waar alle constante functies
al in zitten, en dus niets meer. Er volgt dat P = Q.

Surjectief kan op een heel meetkundige manier bewezen worden: we moe-
ten daarvoor inzien, dat een divisor D van graad 0 is over te voeren naar een
divisor van de vorm P—O0, door er de divisor van een geschikt gekozen functie
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bij op te tellen. Stel daartoe, dat D = (P +...+P) — (Q1+...+ Q). Laat
f = 0 de vergelijking van de lijn door P, en P,_; zijn (eventueel de raaklijn
in P, als P, = P, 1), en evenzo g = 0 de lijn door @); en @;_;. De functie g/ f
heeft dan een nulpunt in de drie snijpunten van ¢ = 0 met £, en een pool in
de drie snijpunten van f = 0 met E. Derhalve komen in D + div(g/f) twee
punten minder voor dan in D.

Zo doorgaande komen we tenslotte bij een divisor P — ). We willen die
overvoeren in een zekere R — O, en daarvoor hebben we een functie r nodig
met div(r) = P+ O — @ — R. Neem daarvoor eerst de lijn door P en O
en schrijf deze als f = 0. Deze lijn snijdt F in nog een derde punt, zeg S.
Vervolgens nemen we de lijn ¢ = 0 door Q en S. Het derde snijpunt van
deze lijn met E noemen we R. Er geldt dan div(f/g) =P+ 0 — Q — R, en
daarmee is de stelling bewezen. a

Deze stelling stelt ons in staat, op E de structuur van een abelse groep te
leggen. Immers kies een punt O € E. Voor twee punten P, () € E geldt dan
in Pic’(E) dat [P — O] +[Q — O] = [R — O] voor zekere R, en dan definiéren
we P+ Q = R. Uit bovenstaand bewijs zien we bovendien, hoe we deze R
moeten vinden: snij de lijn door P en () met E. Het derde snijpunt noemen
we S. Dan is R vervolgens het derde snijpunt van de lijn door S en O met
E.

Ook de tegengestelde — P van een punt P laat zich zo vinden: de tegenge-
stelde van de divisor [P — O] is namelijk [O — P], en die willen we overvoeren
in een zekere [R — O]. Daartoe moet P + R — 20 de divisor van een functie
zijn. Begin daarom met de raaklijn aan F in O. Deze snijdt F in nog een
punt, zeg S. Neen vervolgens de lijn door S en P. Het derde snijpunt van
die lijn met F noemen we R, en het quotient van beide vergelijkingen heeft
de gevraagde divisor. Deze R is dus —P in de zo gemaakte groepsstructuur
op E.

Merk tenslotte op, dat als O € E(F,), dan geldt voor alle P,Q € E(F,)
dat ook P+Q en —P in E(F,) zitten. Er volgt dan dat E(F,) een ondergroep
is van E.

Gevolg 4.5.5 Een elliptische code C(p1,...,pn, D) met n > deg(D) > 0 is
MDS precies dan, als voor d := deg(D) geldt: elk d-tal punten uit p t/m py
heeft in de groepsstructuur op E een som die verschillend is van de som van
de punten in D.

Hierin wordt met de som van de punten uit D = > npP bedoeld, dat we
in de groepsstructuur op F de som »  npP bepalen. Merk overigens op, dat
de uitspraak in het gevolg niet athangt van de keuze van het punt O.
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Bewijs. Uit Propositie 4.5.2(iv) weten we al, dat MDS zijn equivalent is
met de eis dat het verschil van D met een willekeurig d-tal van de p;’s niet in
HDiv(E) zit. Maar dat betekent precies, dat zo'n verschil # 0 is in Pic’(E),
en uit de definitie van de groepsstructuur volgt daarmee de bewering. a

Voorbeeld 4.5.6 We keren terug naar Voorbeeld 4.4.2 en Voorbeeld 4.4.5,
waar we de geslacht 1 kromme E over F, bij de vergelijking 3%z +y22 + 23 +
xz?> = 0 beschouwden. De punten py, ...ps op die kromme blijken de enige
punten in E(Fy) te zijn, en dus moet wel gelden dat als groep E(Fy) = Z/5Z.
We kiezen O = py en D = 3[py]. In de code C(p1, p2, ps, pa, D) is de som van
de punten in D uiteraard gelijk aan O. Verder is de som van ieder drietal uit
P1,- - ., Ppq niet gelijk aan O, want drie onderling verschillende elementen # 0
in Z/5Z hebben als som de tegengestelde van het vierde element # 0. Dit
levert een alternatieve manier om in te zien, dat de genoemde code MDS is.

Voorbeeld 4.5.7 We kijken tenslotte naar MDS-codes over [, van lengte
g+2. Merk allereerst op, dat zo’n code niet te realiseren is als Goppa-code bij
P!, immers zo'n code kan hooguit lengte g + 1 hebben. We zullen proberen,
met behulp van geslacht 1 krommen zulke codes te maken. Schrijf d voor de
minimale afstand, dan willen we dus [¢ + 2,q — d + 3, d]-codes.

Het eerste niet geheel triviale geval is d = 2. Hier zoeken we een elliptische
[g+2,q+1,2]-code, dus een divisor van graad ¢+ 1, en ¢+ 2 rationale punten
die niet in die divisor voorkomen, en elk ¢ + 1-tal van de gegeven rationale
punten heeft een som die verschillend is van de som die bij D hoort.

Voor ¢ = 2 is zo’n code al in Voorbeeld 4.4.5 gegeven. Stel vervolgens
g >2enF, DF,. Het is uit de theorie van geslacht 1 krommen bekend, dat
er zo'n kromme E over F, bestaat met #FE(F,) = ¢ + 4. Dit aantal is even,
dus in het bijzonder bevat de groep E(F,) dan een element 7 van orde 2. Dit
element is uniek, want de theorie van de elliptische krommen leert, dat zo’n
kromme in karakteristiek 2 ofwel precies één, ofwel helemaal geen elementen
van orde twee kan hebben. Schrijf nu E(F,) = {O,T,p1,...,pg+2}- De code
C(p1,---,Pg+2,q[T) + [O]) is dan de gevraagde MDS-code. Immers, voor elk
van de p; geldt p; # —p;, want anders zou p; orde 1 of 2 hebben. Hieruit
volgt, dat de som van alle p;’s gelijk is aan O. Laten we een punt, zeg pj,
weg, dan levert de resterende som dus O — p; = —p;. Dit is ongelijk aan
qT + O = O, en hieruit volgt dat de code [q + 2,q + 1,2] is.

Het geval van een oneven ¢ resteert nog. Hier is bekend, dat er een E
bestaat met #E(F,) = ¢+ 3. Noem de som van alle punten in de groepswet
T. Deze T is een punt van orde 1 of 2. De punten p; # T tellen dan op tot O,
en laten we daar een punt p uit weg, dan wordt de som —p. Deze —p is niet
gelijk aan (¢+1)T = O, en hieruit volgt dat de code C(p1, . . ., pg+2, (¢+1)[T])
een [q + 2,q + 1,2]-code is.
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We zien zelfs al bij minimale afstand 2, dat het vinden van elliptische
MDS-codes neerkomt op wat kennis over de mogelijke groepsstructuur van
een E(F,). In het algemeen zijn dit vrij lastige vragen. We volstaan daarom
met nog een laatste kleine voorbeeld, namelijk een [6, 3, 4]-code over F,. Hier-
VOOr nemen we

E : 24y +22=0

over IF,. Een beetje rekenwerk levert, dat F(F,) uit precies 9 punten bestaat.
Al deze punten hebben de eigenschap dat de raaklijn aan E in zo’n punt
een buigraaklijn is (dat wil zeggen, hij snijdt de kromme in het punt met
multipliciteit 3). Hieruit volgt, dat als we (0 : 1 : 0) als eenheidselement
nemen, dan is 3p = O voor elk punt p € E(F;). We concluderen, dat

E(F,) & 7./37 x 7./37.

Om hierbij een MDS-code te maken van dimensie 3, hebben we een divisor
van graad 3 nodig. Neem daarvoor D = 2[0]+[P], waarin P # O willekeurig
is. Er zijn dan precies 6 punten p; die # O, £P zijn. We beweren, dat de
code C(p1, ..., ps, D) de gezochte eigenschappen heeft. Kies hiertoe een basis
van E(F,), gezien als vectorruimte over F3, bestaande uit P en nog een punt.
Ten opzichte van die basis worden de p; gegeven door alle (a,b) met b # 0, en
a,b € F3. We moeten dan inzien, dat een som van drie onderling verschillende
elementen

(al, bl) + ((ZQ, bQ) + (a3, b3)

met alle b; # 0, niet gelijk kan zijn aan (1,0). Welnu, als dit het geval
was, dan zouden alle b; gelijk moeten zijn. Immers, ze zijn niet 0, dus b; =
+1, en daaruit volgt het gemakkelijk. Willen de drie punten dan onderling
verschillend zijn, dan moeten dus alle drie mogelijke a;’s echt voorkomen. Dit
kan niet, want dan zou hun som 0 zijn en niet 1. Zo volgt, dat de hier gegeven
code een [6, 3, 4]-code is. Dit voorbeeld is afkomstig uit het afstudeerverslag
van Eelco Marinkelle (Groningen, 1994).



