ONGELIJKHEDEN IN DE DRIEHOEK
door

Pror. Dr J. C. H. GERRETSEN

1. In 1919 heeft R. Weitzenbodck?) de aandacht gericht op
de volgende stelling:

In iedere drichoek met zijden a, b en ¢ en opperviakte O geldt de relatie
a®+ b+ ¢ = 4 04/3. (1)

Gelijkheid bestaat slechts in het geval van een gelijkzijdige drichoek.

Deze stelling is op bijzonder fraaie wijze verscherpt door P. Fins-

ler en H. Hadwiger?. Zij bewezen
In iedere drichoek geldt de velatie

[a2 1 8+ c*240v/3+0], (2)

met
Q=@—0b*+ (0—0)?+ (c—a) )

Ook nu bestaat gelijkheid slechts in het geval van een gelijkzijdige drie-
hoek.

De verbetering bestaat dus in de toevoeging van de grootheid Q,
welke blijkbaar aangeeft in welke mate de gegeven driehoek van een
gelijkzijdige driehoek afwijkt. Men zou @ kunnen noemen de ongelijk-
ztjdigheidsgraad van de driehoek — wanneer men dit woord niet te
gek vindt.

2. Het bewijs van Finsler en Hadwiger is nogal listig.
Ze beschouwen nl. een driehoek met zijden 4/a, /b en 4/c, als a, b en
¢ de zijden van de gegeven driehoek voorstellen. Gelijk bekend, is de
oppervlakte O van een drichoek met zijden , b en ¢ bepaald door

160% = 22X a?b* — X at, (4)

Noemen we O* de oppervlakte van een driehoek met zijden 1/a, 1/b
en 4/c, dan geldt:

160% =2Xab—Za*=2%a?>—Q. (5)

Het bewijs van (2) is geleverd, wanneer men kan aantonen
16 0*2 > 4 04/3. (6)

De geciteerde schrijvers geven aan op welke wijze men (6) door een
directe berekening kan verifiéren. Volledigheidshalve moge hier de
berekening in extenso volgen.

1) Math. Ztschr. 5 (1919), 137—146.
?) Comm. Math. Helv. 10 (1938), 316—326.
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Het quadraat van het linkerlid van (6) is
(2Zab—Xa¥2 =4 (Tab)2—4Za® Zab+ (Ta?)?=4Za% +
48X atbc —4 X a%h—4 X ab®— 4 X a?bc +Z at + 2% a?? =3 (2X a?b? +
—Xat) + 4 (Zat —Za®h —Z ab® + X a%bo).
Het doel is blijkbaar bereikt zodra men zich heeft overtuigd van de
juistheid van de bewering

Yat—Y adh — X ab® + X a?bc = 0.
Het linkerlid is te schrijven als

Y at—Xa®h —Xa% + Zabc =X a*(a —b) (a —¢)
= a2%(a —b) (a —¢) + b3¥(b—c) (b —a) 4 c2(c —a) (c—b).

Zonder bezwaar mogen we @ > b = ¢ onderstellen. Dan blijkt direct
dat de eerste en de derde term van de laatste uitdrukking niet negatief
zijn, terwijl de absolute waarde van de tweede term de eerste term niet
overtreft. De uitdrukking is alleen nul voor 2 = b = c.

Hoewel het bewijs aan directheid niets te wensen overlaat, zal een
meer meetkundig gericht betoog stellig de voorkeur verdienen. We
zullen dadelijk zien op welke wijze hiervoor een oplossing is te vinden.

3. We beginnen met een eenvoudig bewijs van de stelling van Wei t-
zenbdck. Laat PAB een gelijkzijdige driehoek voorstellen, beschre-
ven op de zijde AB van een gegeven drichoek ABC zo, dat P en C aan
dezelfde kant van de rechte AB liggen. Stellen we x = PC, dan leert de
toepassing van de cosinusregel in driechoek PAC:

%2 = b2 4 ¢ — 2bc cos (60° — a) = b% + ¢ — bc cos a — be4/3 sin a.
Daar
2bc cos a = b% 4 2 — a?
en
besina = 20
vinden we zonder moeite
2x2 = a2 4 b2 4 2 — 4 04/3,
waaruit in verband met x2 > 0 de bewering (1) volgt.

4. We passen nu de stelling van Weitzenbdck toe op dedrie-
hoek I,I,I, met als hoekpunten de middelpunten van de aangeschreven
cirkels. Men bewijst gemakkelijk

Al, = ssec l/,a
en
I,I, = 4 Rcos 1/sa,

zodat de oppervlakte van driehoek I I,I, gelijk is aan

R
2Rs = 270.



Voorts is
7y 4+ 7, = 4R cos® pa
en dus
1,12 = 4R(ry, + 7).

Op grond van de stelling van Weitzenbdck geldt dan de
relatie
R
8RXE7, = 870\/3 £

of
S 174 = 04/3]. (7)

Welnu, hier hebben we inderdaad de stelling van Finsler en
Hadwiger. Want
02
— —_— — —_— = — 2
43 rr, =4 T 4% (s—b) (s—¢) 4s% 4 43 ab

=—(Za?+4+4Sab=—2Za®+2Xab=2%a®—0, (8)
omdat
Q=2Xa>—2Xab. 9)
5. De cosinusregel kunnen we schrijven in de vorm
a = b2+ c2—2bccosa="b+ c2—40ctga,
waaruit na cyklische verwisseling en optelling volgt
Ta®=40ZXZctga. (10)
De stelling van Weitzenbdck is dus aequivalent met de be-

wering :
In iedere drichoek geldt

IEctgaZ\/3|. (11)
Voorts hebben we

2—Q=2Tab—Xa?=40Xcsca—40Zctga

I —cosa
=402 —
sin a

= 40 X tanl/,a,

zodat de stelling van Finsler en Hadwiger aequivalent is
met de bewering
In iedere driehoek geldt:

[Ztan 10 = v/3]. (12)

Het is ook direct duidelijk dat (12) uit (11) voortvloeit. Immers met
a, B en y zijn ook 90° — /ya, 90° —1/,8 en 90° —1/yy de hoeken van
een drichoek. We willen nog even aangeven op welke wijze O* met de
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fundamentele grootheden van de driehoek samenhangt. Uit (8) en (5)
volgt direct

40*2 =X rr,,. (13)
Daar
Xr,=4R + 7 (14)
hebben we ook
40*2 = 4Ry - 72, (15)

zodat de stelling van Finsler en Hadwiger eveneens te for-
muleren is als:
In iedere driehoek geldt

[4Rr + 72 = 04/3 |. (16)

6. De aanwezigheid van de term Q geeft aan de stelling van Fins-
ler en Hadwiger een grote mate van toepasbaarheid. Uit de
gemakkelijk te verifiéren relaties

Ta2—Q =2Xab—1/,0 (17)
. 45 — 20 = 3(X a>— Q) (18)
volgt nl.
[Zab =403+ 1,0 (19)
en
[ =30v3 + 0] (20)

Onderdrukken we in (20) de term met Q dan vinden we de bekende
ongelijkheid

iap 2 21
s 33 (21)
terwijl in verband met de eveneens algemeen bekende relatie
R 22 (22)
het resultaat (16) leidt tot
R 20 23
r23575 (23)

7. Een vruchtbare methode om ongelijkheden in een driehoek op
het spoor te komen, is de berekening van afstanden van bijzondere pun-
ten. Het succes hangt af van de keuze van die punten. In feite hebben
we deze methode reeds bij het bewijs van de stelling van Weitzen-
b6 ck gebruikt.

Voor de afstanden van het middelpunt I van de ingeschreven cirkel tot
het hoogtepunt H en het zwaartepunt Z heeft men de volgende formules1):

) P. Molenbroek, Leerboek der vlakke meetkunde, 10e druk,
p- 380.
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TH? = 4R? + 22 —1/, 3 a2, (24)
resp.
172 = 2/32 — 4 ;Ry + /13 2 a2, (25)
waaruit de volgende ongelijkheden voortvloeien
24Rr — 1272 < ¥ a® < 8R? - 472, (26)

Deze zijn aanmerkelijk scherper dan de algemeen bekende ongelijk-
heden
3672 < X a? < 9R2. (27)

8. Nevenvormen van (26) kan men op de volgende wijze verkrijgen.
Letten we op (8) en (14) dan vinden we

Za®—Q = 16Ry + 4r® (28)
dus
Q=2XZa*>— 16Rr — 4® (29)
en uit (26) lezen we de merkwaardige ongelijkheid
[8/(R—2r) <Q <8R(R—2) | (30)
af.

Het is niet moeilijk ook grenzen voor X ab en s? te vinden. Uit (17)
en (29) concluderen we tot

2% ab =X a? 4 16Rr + 4r2, (31)
terwijl (18) op analoge wijze voert tot
2s% = X a? 4 8Rr -+ 2r2. (32)
We willen nog even de grenzen voor s2 noteren:
16Ry — 572 < 52 < 4R? - 4Rv + 372 (33)

Het is mogelijk de schattingen voor R? en Rr te verbeteren. Uit (22)
en (23) is slechts af te leiden

= 2 k.4 . - (39
34/3
De rechter ongelijkheid (26) leert evenwel
S a2 ggR2+4_O_’ (35)
34/3 '

waaruit in verband met de stelling van Finsler en Hadwiger
volgt

¢ P VY (36)
33

Voorts leiden we uit de linker ongelijkheid van (30) zonder moeite af

20
Rr < 33 + 1/sQ ‘ (37)



zodat Ry aldus is in te sluiten:

20 Ry 20 41 -
sE S Mgt (38)

We kunnen nu (16) aldus completeren
[OV3 <4Rr + 7 <03+ 0. (39)

9. Het resultaat neergelegd in (38) stelt ons in staat een merkwaar-
dige insluiting tussen grenzen voor s2 op het spoor te komen. Het eerste
lid van (33) is nl

-

110
. 5,2 St
16Ry — 57 8Rr -+ 8Ry — 5r2 > 8Rr +- 33"

Het laatste lid is

4R? 4 4Ry + 32 < 4R* L WE +1/,0,

zodat we vinden

110
8Rr -+ 3—\/3 <s*<4R* 4 373 120 (40)
De Japanse wiskundige S. Nakajimal) heeft op geheel andere
wijze door middel van moeizame berekeningen de ongelijkheid (35) ge-
vonden. Zijn methode stelt hem evenwel in staat te laten zien dat in het
rechterlid van (40) de term met Q overbodig is. Het linkerlid van (40)
komt bij hem niet voor. Accepteren we het resultaat van Nakajima,
dan hebben we
In tedere drichoek geldt

110
frist 2
8Rr+3\/3gs < 4R? + 3\/3.

Het zou stellig de moeite waard zun te trachten een elementair bewijs
voor de ongelijkheid van Nakajima te vinden.

(41)

10. Tot slot zou ik nog kort iets willen zeggen over ongelijkheden
waarvan de geldigheid afhangt van de soort van de driehoek. Daarmee
wil ik een misverstand uit de weg ruimen waartoe een artikel van de
heer G. R.. Veldkamp? aanleiding geeft.

Een eenvoudige meetkundige overweging leert:

Naar gelang drichock ABC scherphoekig, rechthoekig of stomphoekig
1s, geldt juist één der volgende ongelijkheden

% a?Z 8Re. : (42)

1) Téhoku Math. Journ. 25 (1925), 115—121.
?) N.T.v.W. 40 (1952/53), 269—270.
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Gebruik makende van (32) mogen we concluderen tot
2522 8R? + 8Rr + 22 = 2(2R + )2,

zodat in de genoemde omstandigheden juist één van de volgende onge-

lijkheden geldt
[s§2R+r]. ' (43)

Blijkbaar heeft de stelling van Finsler en Hadwiger met de
(overigens bekende) in (43) vervatte bewering niets uit te staan.



