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A. Supposons d’abord r > n—;— 1 .

Dans I'espace R;1+1 nous désignons l'ensemble S’ par les inégalités:

n+1
Slwle<t, . . .. .. (9
ry=r-+1 .
om0 n+1
Qkl—r pntl—r (n + l——r) > ‘ uwf ¢ .

Lol n+1 ;
Ay " = 1\ tl—r
Vél a - - i y=r+1 <1, 6 > ‘ a, ’ = <E —i" >

(n -+ 1)Fri—r w=ra

r r

it - n+i—r Atr—1n
> Ju, tgzlL_Hg <1, s <?+1>+ < S w et (1)

v=r+ v=] a 2r v=r41

ol nous avons posé

r /phtl=r E
a— ———— . .. . . PN
l/ On,r (12)

il Qn,r en tenant compt
=3 g [¢
f+i—r ompte

En vertu du lemme 6 le volume V de S est égal a V =

de (12) on trouve
V=A. . . . . .. .. (13
Selon le lemme 4 a tout nombre positif & dans l'espace R, +1 une translation:
zy =1 + d, p=1....,n4+1,. . . . . (14

correspond, par laquelle I'ensemble S’ est transféré dans une telle position, que le nombre
des points spéciaux de R, ., qui se trouvent & lintérieur de S’ ou a lintérieur d'une

sphére de rayon ¢ et avec un point-frontiere de S’ comme centre, est supérieur a _Vlc’
w
- AN
et donc supérieur & — 2 AT 1 en verty de (7), (8) et (13), de sorte qu'on a au
kyooky A
moins deux de tels points spéciaux:
! ’ 1 1
(21, ey Zn-H) et (21, eey Zn+l)- Coe e e (15)
Fon) !

Pemgnons ;?ar (ay, .o oitgyyq) et (af, ..., u,41) les points, qui correspondent aux
points (15) d'aprés la translation (14), et par (xysves Xper) et (], 00, x00) les
points a coordinées entiéres de R, .1 qui correspondent aux points {15) d’aprés (6).
Flcll'lalement nous désignons par Li,..., L,’H_1 et L,..., L;l’+1 les formes linéaires,
indiguées dans le i /

q s le lemme 1, correspondant aux points (oo q) et (o, .., Xy i)
(A suivre).

Mathematics. — Die Begriindung der Trigonometrie in der hyperbolischen Ebene. (Zweite
Mitteilung.) Von J..C. H. GERRETSEN, (Communicated by Prof. J. G. VAN DER
CORPUT.)

(Communicated at the meeting of March 28, 1942.)

§ 2. Die hyperbolischen Bewegungen.

‘Wir haben schon im vorigen Paragraphen bemerkt, dasz eine Bewegung eine umkehrbar
eindeutige Endenzuordnung hervorruft. Wir wollen uns jetzt mit der Aufgabe beschaftigen
diese Zuordnung formelmiszig zu fassen,

Zunachst werden wir beweisen:

1. Zu einer vorgegebenen nicht-singuléren gebrochenen linearen Transformation der
Enden gibt es eine eindeutig bestimmte Bewegung, welche eben diese Endentransformation
hervorruft. ’

Fs sei also jedem Ende & vermoge:

o didn | in
NVE+u v w

ein Ende & zugeordnet. Wenn A’ 3£ 0, dann kénnen wir A’ = 1 annehmen. Wir haben dann:

0, . . . . . . (2

I Y

Eem . . . . .. .. (2,2
Ist aber A’ = 0, dann ist ' 7 0 und wir kénnen u' — 1 annehmen. In diesem Falle haben
wir: :

E=iédu. . . . . o ... (2.3

Es ist sofort ersichtlich, dasz man in beiden Fillen die durch diese Formeln zum
Ausdruck gebrachte Endenzuordnung erzielen kann, wenn man die Transformationen:

~ S _
f=—b = E=bn E=nd (>0 . . 29)
in geeigneter Reihenfolge endlich oft nach einander anwendet. Jeder dieser Transfor-
mationen entspricht aber eine Bewegung, welche die Transformation eben erzeugt und

zwar hintereinander: »
@0, SBI’ @%1} @0, S,Bl/; S’B]' . . . . . . (2, 5)

deren Zusammensetzung die fragliche Bewegung liefert. Die eindeutige Bestimmtheit der
Bewegung, welche eine vorgegebene Transformation (2,1) erzeugt, erfolgt sofort aus
der Tatsache, dasz eine Bewegung, welche jedes Ende fest laszt, auch jeden Punkt
ungedndert laszt. Denn sollte bei einer solchen Bewegung z.B. der Punkt A in den
Punkt B iibergefiihrt werden, dann wiirde die Senkrechte in A auf der Geraden AB in
die Senkrechte in B auf dieser Geraden iibergefiihrt. Diese Senkrechten hitten dann ein
Ende gemeinsam, was nicht méglich ist. Damit ist der Beweis des Satzes beendet.

Mit den homographischen Endentransformationen erhilt man aber auch alle Bewe-
gungen, denn es gilt:

2. Durch irgendeine Bewecgung erleiden die Enden eine nicht-singulére gebrochene
lineare Transformation. Die dabei auftretenden Koeffizienten sind bis auf einen gemein-
samen Faktor bestimmt.

Bekanntlich kann jede Bewegung in eine endliche Folge von Spiegelungen zerlegt
werden. Wir brauchen uns darum nur um den Fall einer Spiegelung zu kﬁmmer%i
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Es seien a und o' die Enden der Geraden an der die Spiegelung stattfindet. Es seien

7 und 7 irgend zwei Enden, die durch eine Spiegelung an dieser Geraden einander
zugeordnet werden. Die Endentransformation:

= &—a
g_?——_a,. B V)|

bestimmt eine Bewegung, bei der dem Ende a das Ende 0 und dem Ende o' das Ende oo
entspricht. Das Fnde 7 bezw. 7 wird in 5’ bezw. 7’ iibergefiihrt. Nun liegen die Enden

%' und %' symmetrisch inbezug auf die Gerade (0, ), so dasz % = —7'. Daraus folgt
aber:

. .
e _MTe @)

n—a’ n—a

Diese Beziehung kann man umformen zu:

bt d)y—ad
e N

also eine gebrochene lineare Substitution mit nicht verschwindender Determinante. Durch
Zusammensetzung von endlich vielen Transformationen der Gestalt (2,8) entsteht aber
wieder eine nicht-singuldre homographische Transformation.” Die vorgegebene Bewegung
ordnet den Enden O, 1 und o wohlbestimmte Enden zu. Dadurch sind aber die in (2,1)
auftretenden Koeffizienten bis auf einen gemeinsamen Faktor bestimmt, w.z.b.w.

Die beiden folgenden Hilfssétze werden uns noch oft gute Dienste leisten.

3. Eine Gerade (o, o) geht dann und nur dann durch den Punkt O, wenn die Relation:

= 2,8)

ed=—1. . . . . . . . . (29

besteht,
Dabei kénnen wir « % 1 voraussetzen. Eine Gerade (e, o) durch O wird durch die

Bewegung S:Bl @0 nicht geéndert, wihrend o in Y iibergefiihrt wird, Ist umge~
a

kehrt die Gerade (o, o) mit o’ = —«»-Lvorgelegt, dann bleibt diese bei der Bewegung
o

%1' @0 ungedndert, da ja die Enden vertauscht werden, wéhrend diese Bewegung keine
nicht durch O gehende Gerade ungeéndert laszt.

Allgemeiner gilt:

4. Eine Gerade (a, «') geht dann und nur dann durch den Punkt P auf der Geraden
(0, o ), wenn die Relation: '

ad =—=x% . . . . . . . . (2,10

besteht, wobei n und —n die Enden der Senkrechten in P auf der Geraden (0, «o) sind.

Die Richtigkeit des Satzes wird sofort eingesehen, wenn man mit Hilfe der Bewegung

l/T B, den Punkt P in den Punkt O tberfithrt und vorigen Satz anwendet. Wir haben
7T

dabei @ als positiv vorausgesetzt, was natiirlich keine Beschrankung bedeutet.

Wir wollen nun eine wichtige Art von Bewegungen betrachten, die Drehungen um
den Punkt O.

Mit 9, bezeichnen wir die Spiegelung an der Geraden (a, — l), wobei a positiv ist.
a :

Die Bewegung R, 9{1 wird Drehung um den Punkt O genannt. Wir behaupten:
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5. Bei einer Drehung um den Punkt O erleiden die Enden eine Transformation von
der Form:

£
1—:——5—/{9‘ . . . . . . . . (2,11)

[mgekehrt bestimmt eine solche Transformation, wobei © willkiirlich vorgegeben ist,
eine Drehung um den Punkt O.

Setzen wir in (2,7) o :—L, so kommt:
a

I

g Ot 1
7 _;7':“19‘........(2,12)

I

wenn wir ¢=} (a-l setzen. Damit haben wir die von R, herriihrende Transformation
a

schon gefunden. Wenn wir noch y=2¢&und 7 :EL setzen, erhalten wir:

: &40
=1 "Ed

also die von R, ?Rl erzeugte Transformation. Die Abinderung, welche die Formel
erfahrt fiir o == o0, brauchen wir wohl nicht besonders hervorzuheben.
Es sei nun umgekehrt eine Transformation (2,11) vorgelegt. Diese Transformation

. 1
setzt sich zusammen aus der von %R, erzeugten Transformation 7 = ?und der Trans~

formation (2,12). Fiir & —oco haben wir 7 = —7, also eine Spiegelung, die wir mit Ry,
bezeichnen kénnen. Ist aber & 7 oo, dann kann nur (2,12) von der Spiegelung R, erzeugt
werden, wenn wir o aus der Gleichung:

1 1y
~2~<a-]—;~>_19,

a?—2a9—1=0 . . . . . . . (2,13)

oder

bestimmen kénnen. Diese Gleichung ist aber in § ldsbar, da ihre Diskriminante stets
positiv ist. Auszerdem hat das Produkt der Wurzeln a und o' den Wert ~1, so dasz die
Gerade (o, /) tatsichlich durch O geht. Damit ist der Beweis aber fertig.

Wir kénnen die Drehung um O positiv oder negativ nennen, je nachdem ¥ positiv
bezw. negativ ist. Fiir & — 1 erhalten wir eine positive Drehung um O mit einem rechten
Winkel; fiir & = —1 erhalten wir eine negative Drehung um O mit einem rechten Winkel,

§ 3. Die hyperbolischen Funktionen.

Da die Beziehung ,kongruent” reflexiv, symmetrisch und transitiv ist, kénnen wir im
Bereiche aller Strecken disjunkte Klassen von untereinander kongruenten Strecken bilden.
Wird die Streckenklasse a; von der Strecke AjBj erzeugt und die Streckenklasse ag von
der Strecke AoBs, so heiszt die Klasse as, welche von einer Strecke AgBs erzeugt wird,
die kongruent ist mit der Summe der Strecken A1By und A2Bs, die Summe ai 4 ag der
Streckenklassen a; und ag. Zwischen den Streckenklassen kann eine Ordnungsbeziehung
definiert werden und zwar heiszt die Klasse ay groszer als die Klasse ag, a1 > ag, wenn ag
von einer Strecke erzeugt wird, die groszer ist als eine die Klasse ag erzeugende Strecke.
74 den Klassen ay und ag, mit ay > ag, existiert immer eine Streckenklasse x = ay — az,
wofiir gilt: a1 = ag -+ x. Die Klasse x heiszt die Differenz der Klassen ay und ag. Diese
Begriffsbildungen sind invariant gegeniiber Bewegungen. @
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Es sei nun irgend eine Streckenklasse a vorgelegt und es sei AB eine die Klasse
erzeugende Strecke. Wir errichten auf der Geraden AB die Senkrechten in A und in B.
Die Enden der ersten Senkrechten seien @ und o' und die Enden der zweiten Senkrechten
seien § und A’. Dabei werde vorausgesetzt, dasz die Enden « und f auf derselben Seite
der Geraden AB liegen. Wir bilden nun das. Doppelverhéltnis:

5 adl  a—p o—p (3 1‘)
“lppl Ty o

Wir lassen zu, dasz eines der auftretenden Enden oo ist, insofern die {iiblichen Ver-

abredungen {iber derartige Doppelverhéltnisse getroffen werden. Offenbar hat ¢ fir jede

Strecke der Klasse a denselben Wert, vermdge der Invarianz eines Doppelverhaltnisses

gegeniiber gebrochenen linearen Transformationen, Jeder Klasse a kann also ein & zuge-
ordnet werden. )

Wir wollen nun eine Strecke OA der Klasse a betrachten, wobei A auf der von O

nach o gehenden Halbgeraden liegt. Wenn o und -« die Enden der Senkrechten in A
auf der Geraden (0, o) sind, so ist:

e P L A
6~[y_J_«a+J,., R )]

und daraus geht hervor, dasz § stets positiv ist. Wenn wir nun ¢ als positiv voraus-
setzen, dann ist:

azl——{_—L/g T (€ )
1— 176

Dem von der Streckenklasse a eindeutig bestimmten Ausdruck im rechten Gliede wollen
wir unsere besondere Aufmerksamkeit widmen und mit exp a bezeichnen, Offenbar gilt:

1. Fiir jede Streckenklasse a ist exp a bestimmt und es ist exp a > 1.

Und umgekehrt: :

2. Wenn irgend ein Ende o > 1 gegeben ist, dann gibt es immer eine eindeutig be-
stimmfte Streckenklasse a mit exp a=a.

Denn die Klasse a wird erzeugt von der Strecke OA, wobei A der Fuszpunkt des
Lotes aus a auf der Geraden (0, o ) ist.

Wir werden nun zeigen, dasz die Funktion exp formell mit der Exponentialfunktion
der reellen Analysis iibereinstimmt. Wir beweisen zunéchst:

3. Fiir die Funktion exp besteht das Additionstheorem:

exp(a-+ by—expa.expb. . . . . . . (3,4

Es sei OA eine Strecke aus der Klasse a und OB eine Strecke aus der Klasse b. Dabei
werde vorausgesetzt, dasz die Punkte A und B auf der von O nach e« gehenden Halb-
geraden liegen. Die Enden der Senkrechten in A auf der Geraden (0, o ) seien ¢ und —a
und die Enden der Senkrechten in B seien f und —f; dabei werden o und f# als positiv
vorausgesetzt.

Die Bewegung%l/ﬁ B, ordnet dem Punkt A den Punkt C zu und es gilt die Strecken~
relation: :

OC=0A+OB. . . .. ... (35

Die Strecke OC erzeugt die Klasse a - b. Es seien nun y und —y die Enden der Senk-
rechten im Punkte C auf der Geraden (0, o), wobei y positiv ist. Die genannte Be-
wegung erzeugt die Endentransformation:

E=Ef . . . . . . . . . (36
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und fithrt also das Ende « in das Ende

iber. Da aber, wie oben gezeigt wurde, y = exp (a + b), a—exp a und f=-exp b ist
haben wir damit die Formel (3,4) bewiesen.

Es gilt weiter: N i ‘
4. Ist die Streckenklasse a groszer als die Streckenklasse b, dann gilt:
exp a
exp(a——b):J—‘ P )
exp b

Der Beweis wird fast ebenso gefithrt wie beim vorigen Satz. Wir miissen nun aber

die Bewegung SB‘/T 3, anwenden.
5

Wir kénnen uns von der Einschrankung a > b befreien, wenn wir beachten:
5. Die Menge der Streckenklassen laszt sich zu einer additiven angeordneten Gruppe

erweitern. i

Wir kénnen in bekannter Weise vorgehen, indem wir formelle Differenzen a—2>b fir
jedesk Paar a, b einfithren und dafiir in iiblicher Weise die Rechnungsregeln definieren.
Wir werden die so erhaltene Gruppe, welche die Menge der Streckenklassen umfaszt,

mit & bezeichnen. .
Es ist nun leicht ersichtlich, dasz Satz 3 auch fiir die Elemente der Gruppe 3 gultig

ist, wenn wir
expO(=expla—a))=1 . . . . . . (3,9

und
explb—a)= . . . . . . (310)

setzen, Klar ist dann: v
6. Fir jedes Element x der Gruppe 8 ist exp x > 0.
Wir sind jetzt imstande fir die Elemente der Gruppe § die hyperbolischen Funktionen
zu definieren, Wir setzen:
coshx==L(expxf+exp—x) . . . . . (311)
sinhx—=%(expx—exp—x), . . . . . (3.12)

fanhp=SBRX L (3,13)
coshx

Wir sehen daraus, dasz fiir irgend ein Element der Gruppe & die hyperbolischen
Funktionen Sinn haben und es ist leicht den Wertverlauf dieser Funktionen zu iiberblicken.

7. Es bestehen die Additionstheoreme:

cosh (x - y) = cosh x cosh y - sinh xsinh g, . . . (3, 14)
sinh (x -+ y) == sinhx cosh y + cosh xsinh g, . . . (3, 15)

piir irgend zwei Elemente der Gruppe §.
Man beweist diese Formeln mit Hilfe des Additionstheorems der Funktion exp.
Es ist nun ganz leicht die bekannten elementaren Formeln der hyperbolischen Funktio-

nen herzuleiten. Fiir spater bemerken wir noch:

sinh a

tanh%a:mlsl/é,a>0, .. .. (3,16)

wenn & das zu a gehérige Doppelverhiltnis ist.
(To be continued)



