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DER KALKUL DER ABZAHLENDEN GEOMETRIE

J.C.H. Gerretsen

EINLEITUNG

Auf dem 2. internationalen Mathematiker-Kongress in Paris (1900)
hat D. HILBERT [5] eine Liste von Problemen zur Tagesordnung gestellt,
die - seines Erachtens - die Weiterentwicklung der mathematischen
Wissenschaft f£drdern kdnnten. Das 15. Problem lautet:" Eine strenge
Begriindung des Schubertschen Abzahlungskalkiils".

Die allgemeine Begriffsbildung und Ausgestaltung dieses Kalkils
verdankt man H. SCHUBERT [15]. Als eins der grundlegenden Prinzipe
dieses Kalkiils betrachtete er das Prinzip der Erhaltung der Anzahl.

Es vereinigte in sich das Prinzip der Kontinuitdt von J.V. PONCELET -
spiter interpretiert als eine Aussage tber die Stetigkeit der alge-
braischen Funktionen im komplexen Bereich — und den Hauptsatz der
Algebra. Mehr explizit tritt dieser Hauptsatz in 1864 hexvor als das
Korrespondenzprinzip von M. CHASLES, das von SCHUBERT in eine Koinzi-
denzformel gekleidet wurde und eines der nitzlichsten Werkzeuge des
symbolischen Kalklls vorstellt.

Gegen das Prinzip der Erhaltung der Anzahl wurden mehrfach
EinwAnde erhoben; eins der scharfsinnigsten Gegenbeispiele verdankt
man E. STUDY*).

Mit Ricksicht auf die gemachten Einwirfe legte der italienische
Geometer F. SEVERI besonderes Gewicht darauf die Grenzen der Glltig-

keit des Prinzips der Erhaltung der Anzahl anzugeben. Nach seiner

%)

Die Anzahl der Projektivitdten auf einer Gerade, die vier Punkte
invariant lassen, betridgt 4; aber sie wird beziehungsweise 8 oder
12 im harmonischen und &quianharmonischen Fall.
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Ansicht war diese Bestimmung der Gliltigkeitsgrenzen des Prinzips
gleichwertig der Festsetzung der Grenzen, innerhalb deren der symbo-
lische Kalkfil angewendet werden kann.

SEVERI war mit F. ENRIQUEZ Fdhrer der von L. CREMONA gegrfindeten
italienischen Schule der algebraischen Geometrie und bevorzugte die
sogenannte synthetische Methode. Man vertrat den Standpunkt, dass es
geometrische Tatsachen gibt, die man unter diejenigen einr&umen konn-
te, welche man als unbedingte Folgen der Algebraizitdt ansah und
deren genaue Ableitung erst bei Gelegenheit einer systematischen
zusammenfassenden Darstellung des genannten Stoffes nachzubringen
wére. ﬁbrigens war SEVERI sich v8llig der Tatsache bewusst, dass eine
dhnliche Lage sich hinsichtlich der Eigenschaften herausgebildet hat-—
te, die dem Begriffe der Schnittmultiplizitit von Mannigfaltigkeiten
in einem gegebenen Einbettungsgebilde zukomme. Aber er war der An-
sicht, dass man all dies mit jeder gewilinschten Strenge mit Hilfe der
von der italienischen Geometrie bevorzugten Methode erhalten kann und
dass beim Aufbau der gegeniiber den birationalen Transformationen inva-
riante Geometrie diese voraussetzungsmidssige Fragen beiseite gelassen
werden konnten, eben weil ihre Tragweite, ihre Bedeutung und ihr
Gebrauch als vollkommen sicher betrachtet wurde.

Es war B.L. VAN DER WAERDEN, der sich in den zwanziger Jahren an
die Aufgabe wandte eine strenge Darstellung der Grundbegriffe der al-—
gebraischen Geometrie aufzubauen. Dass die exakte Begriindung der
Theorie der algebraischen Mannigfaltigkeiten in n-dimensionalen Raumen
nur mit den Hilfsmitteln der Idealtheorie geschehen kann, war damals
eine allgemein angenommene ﬁberzeugung. In seiner ersten grossen Ar-
beit (VAN DER WAERDEN [20]) zeigte er, dass diese Begriindung einfach-
er gestaltet werden kann als es vorher geschah, ndmlich ohne Hilfe
der Eliminationstheorie, ausschliesslich auf den Boden der von
E. STEINITZ aufgebauten Kérpertheorie und der von E. NOETHER her-
rihrenden allgemeinen Idealtheorie in Ringbereichen.

Diese erste Arbeit enthilt schon etwas wesentlich Neues. In der
italienischen algebraischen Geometrie spielt der Begriff des "allge—-
meinen Punktes" eine grosse Rolle, ohne das genau fest steht was

damit gemeint ist. Es gelang VAN DER WAERDEN mit Hilfe der Idealtheorie
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auf natiirliche Weise ein Objekt zu definieren, das in den geometri-
schen Betrachtungen alles leistet was man wiinschen kann. Jede irredu-
zible Mannigfaltigkeit hat einen allgemeinen Punkt und die algebra-
ischen Eigenschaften dieses Objektes bestimmen die Dimension der
Mannigfaltigkeit in Ubereinstimmung mit dem aus der &lteren algebra-—
ischen Geometrie geliufigen Begriff.

Eine der heikligsten Fragen, auf die man bei der Begriindung der
algebraischen Geometrie stosst ist die, welche sich auf den Multi-
plizititsbegriff bezieht. Es handelt sich um eine einwandfreie Defi-
nition der Multiplizitdt einer Ldsung eines geometrischen Problems,
die mehrfach gezdhlt werden muss, damit die Anzéhl (im Sinne der
Summe der Multiplizitdten sdmtlicher L&sungen) und die Eigenschaften
aller Ldsungen beim Ubergang von "allgemeinen" Fall zum Spezialfall
erhalten bleiben. Als VAN DER WAERDEN anfing sich mit dieser Frage
zu beschiftigen stand eine befriedigende und geniigend allgemeine Ant-
wort noch aus. In der Arbeit VAN DER WAERDEN [21] wird gezeigt, dass
sich der Multiplizitdtsbegriff definieren 14sst fiir eine Klasse von
Problemen, welche Normalprobleme genannt werden. Wesentlich dafiir ist
der Begriff der Relationstreue.

Es sei einerseits ein System homogener Gleichungen gegeben, das
unbestimmte Parameter enthdlt und dessen endlich viele wesentlich
verschiedene L&sungen 5(1),...,E(q) aus algebraischen Funktionen der
Parameter Au bestehen, und andererseits ein Gleichungssystem, das aus
dem ersten entsteht, indem fir die Parameter spezielle Werte Hy, aus
irgendeinem Kérper eingesetzt werden. Wenn nun eine Reihe von Ldsun-—
gen n(l),...,n(q) des spezialisierten Gleichungssystems die Eigen-
schaft hat, dass alle homogenen algebraischen Relationen, die zwischen
den Ldsungen E(l),...,ﬁ(q) und den Parametern Aa bestehen bei der vor-
genommenen Spezialisierung der Parameter Aa zu ¥, und bei Ersetzung

der & durch die n bestehen bleiben, so heisst die Reihe n(l),...,n(q)

eine relationstreue Spezialisierung dexr Reihe E(l),...,i(q).
Mit Hilfe der Algebra kann gezeigt werden, dass es eine und im
wesentlichen nur eine relationstreue Spezialisierung der Reihe
(1)

3 ,...,E(q) bei gegebenen Parameterwerten gibt; vorausgesetzt, dass

auch das spezialisierte Gleichungssystem nur endlich viele wesentlich
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verschiedene L&sungen hat., Auf Grund dieser Ergebnisse kann man die
Multiplizitit einer Ldsung n des spezialisierten Gleichungssystems
eindeutig definieren als die Zahl, die angibt wie oft n unter den

(1)' (q)

LSsungen 1 e vertreten ist. Die Multiplizitdt einer Lésung
n des speziellen Gleichungssystems, die nicht durch Spezialisierung
aus den Ldsungen des allgemeinen Gleichungssystems entsteht, sondern
neu hinzukommt, wird gleich Null gesetzt. Die Definition ergibt tri-
vialerweise eine exakte Fassung des Prinzips der Erhaltung der Anzahl,
weil ja die Summe der Multiplizit&ten der Ldsungen immer gleich q ist,
also gleich der Anzahl der L&sungen des allgemeinen Problems.

Es ist sinnlos, von der Multiplizit&it einer Lésung eines Normal-
problems zu reden, wenn man dieses Problem fdr sich allein betrach-
tet. Man muss immer dabei angeben, aus welchem allgemeinen Problem
man das gegebene durch Parameterspezialisierung abgeleitet denkt. Um
mittels der vorgeschlagenen Definition die Multiplizitdt einer Ldsung
eines spezialisierten Normalproblems zu bestimmen, ist es notwendig,
dass man schon von vornherein eine vollstandige {ibersicht fiber alle
L&sungen des allgemeinen Problems hat. Daher ist es vorlaufig noch
unmdglich, auf Grund des Prinzips der Erhaltung der Anzahl durch eine
geschickt gewdhlte Parameterspezialisierung die L3sungszahl eines
allgemeinen Problems zu bestimmen, wenn dieses Problem nicht einer er—
schépfenden algebraischen Behandlung fihig ist, was doch hauptséch-
lich das Ziel der abzdhlenden Geometrie ist. Vorbedingung ist dem-
nach die Aufstellung von Methoden, die es gestatten Multiplizitdten
von L&sungen zu bestimmen, auch ohne die LSsung des allgemeinen Pro-
blems zu kennen.

Dafiir gibt es Beispiele. Zundchst erwdhnen wir die Bestimmung
der Anzahl der Schnittpunkte von n algebraischen Hyperfl&chen im
projektiven n-dimensionalen Raum, falls die Menge der Schnittpunkte
eine endliche ist. Algebraisch bedeutet das die Suche nach den L&-
sungen eines Systems von n homogenen Gleichungen fa =0, a=1,...,n,
der Gradzahlen qa, mit n+l Unbekannten xo,...,xn. Man bildet nun die
u-Resultante des Gleichungssystems, d.i. die Resultante der Formen fa
und einer allgemeinen Linearform u Xq + ... + X . Die u-Resultante

0
hat in den u, den Grad q = dq---qp und zerfdllt in einem geeigneten
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Erweiterungskdrper des Koeffizientenkdrpers in Linearfaktoren

ﬁoiép) + ... + unEép). Im allgemeinen, das heisst wenn die Formen-

koeffizienten Unbestimmte sind, stimmen keine zwei Linearfaktoren
tiberein. Fir spezielle Werte kénnen vielfache Faktoren vorkommen,
oder dass die u-Resultante identisch verschwindet, n&mlich dann, wenn

unendlich viele L&sungen vorhanden sind. Sehen wir von dem letzten

(p)

n
jeden Linearfaktors eine Ldsung. Ein u-facher Linearfaktor gibt eine

Fall ab, so representieren die Koeffizienten Eép),...,E eines
Losung der Multiplizitd&t p und die Summe der Multiplizitédten ist so-
mit g. Dies ist eine Verallgemeinerung des klassischen Satzes von
BEZOUT.

Ein viel weitergehender Satz besagt, dass die Summe der Multi-
plizitdten der Schnittpunkte einer r-dimensionalen und einer (n-r)-
dimensionalen Mannigfaltigkeit im projektiven n-dimensionalen Raum
gleich dem Produkt der Gradzahlen der Mannigfaltigkeiten ist, falls
die Menge der Schnittpunkte eine endliche ist. Dabei versteht man
unter Grad einer Mannigfaltigkeit von k Dimensionen die Anzahl der
Schnittpunkte mit einem allgemeinen (n-k)-dimensionalen Raum.

Der exakte Beweis dieses Satzes ist recht schwierig und ihm ist
die Arbeit VAN DER WAERDEN [22] gewidmet. Der Grundgedanke des Bewei-
ses ist aber leicht zu durchschauen.

Es seien M und M'algebraische Mannigfaltigkeiten von r und n-r
Dimensionen im projektiven n-dimensionalen Raum., Man unterwerfe eine
der beiden, etwa M, einer linearen Transformation T mit unbestimmten
Koeffizienten. Man zeigt nun erst, dass die Anzahl der Schnittpunkte
von M' mit der transformierten Mannigfaltigkeit MT gleich dem Produkt
der Gradzahlen von M und M' ist. Spezialisiert man T zu der identi-
schen Transformation, dann ist das Problem erledigt.

Um die Behauptung tuber M und MT zu beweisen wird eine Methode
angewandt, die systematisch von G. SCHAAKE [14] angewandt worden ist.
Dazu wird die Mannigfaltigkeit M einer ausgearteten linearen Trans—
formation S, vermittelt durch eine mdglichst allgemeine Matrix vom
Rang n-r+1, unterworfen. Sie geht dabei in eine Mannigfaltigkeit MS
dber, die in so viele lineare R&ume zerfdllt, wie der Grad von M be-

trdgt. Das System der Schnittpunkte von Ms und M' entsteht durch
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relationstreue Spezialisierung aus dem Schnittpunktsystém von MT und
M.und es wird gezeigt, dass jeder Schnittpunkt im speziellen System
mit der Multiplizitit eins auftritt. Da die Gesamtzahl der Schnitt-
punkte von MS und M' sich gleich dem Produkt der Gradzahlen von M und
M' erweist, findet man eine verallgemeinerte Fassung des Bezoutschen
Satzes.

Die Hauptschwierigkeit des Beweises liegt in der Feststellung
der Tatsache, dass die Schnittpunkte von MS und M' mit der Multipli-
zitdt eins versehen werden milssen. Dieser Teil des Beweises wird mit
Hilfe von &usserst mihevollen idealtheoretischen Gberlegungen bewdl-
tigt. Zehn Jahre spiter wird im ersten Teil der Arbeit VAN DER WAERDEN
[23] dasselbe Problem wieder aufgenommen. Die Tatsache, dass die zer—
fallende Mannigfaltigkeit MS und M' nur Schnittpunkte haben mit der
Multiplizit&dt eins folgt einfacher, ohne Idealtheorie aus dem Umstand,
dass bei passender Wahl der Transformation S diese Mannigfaltigkeiten
einander nicht berfihren.

Die flir den SCHUBERTschen Bedingungskalkiil wichtigen F3lle sind
die, wo es sich darum handelt, die Anzahl der gemeinsamen Elemente
von zwei oder mehr algebraischen Systeme in einer festen singulari-
tdtenfreien Mannigfaltigkeit zu bestimmen. Aber bei der ﬁbertragung
der Methode auf Systeme von Geraden und dergleichen st8sst die Durch-
fihrung der Beweise auf immer wachsende Schwierigkeiten und fir viele
Gebilde ist die ﬁbertragung der besprochenen Multiplizititsdefinition
ausgeschlossen.

Um das Problem der Begrindung des Bedingungskalkiils zu erledigen
stehen zwei Wege offen: die Anwendung von topologischen Methoden
oder eine algebraische Methode, die schon von SEVERI betreten war.

In beiden Fillen hat VAN DER WAERDEN diese Wege zuriickgelegt.

DIE TOPOLOGISCHE BEGRUNDUNG

Entscheidend flir die Anwendung topologischer Methoden zur Be-
grindung der abzdhlenden Geometrie ist folgender im Anhang I der

Arbeit VAN DER WAERDEN [22] bewiesener Satz:
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Eine algebraische Mannigfaltigkeit in einem projektiven Raum ist
ein endlicher Komplex. Es existiert immer eine Triangulation derart,
dass eine endliche Anzahl algebraischer Teilmannigfaltigkeiten Teil-
komplexe fiir diese Triangulation sind. )

Das bedeutet dass die Hilfsmittel der algebraischen Topologie
zur Verflgung stehen. Hinzu kommt die von S. LEFSCHETZ [7],[81 ent-
wickelte Theorie der Schnittkette von zwei Ketten, insbesondere des
Index eines Punktes die zu zwei Ketten komplementdrer Dimension ge-
héren. Die Definitionen machen Gebrauch von der von J.W. ALEXANDER
erfundenen Methode der simplizialen Approximation. Mit dieser Methode
kSnnen zwei Ketten immer in "allgemeiner" Lage zueinander gebracht
werden. Das Prinzip der Erhaltung der Anzahl flr den Indexbegriff
folgt fast unmittelbar aus seiner Definition durch simpliziale
Approximationen.

Die Topologie verschafft eine Fiille von Mitteln, die Indexsumme
aller Schnittpunkte, also die Schnittpunktszahl in einfacher Weise
zu bestimmen, indem sie zeigt, dass diese Summe nur von den Homologie-
klassen der zum Schnitt gebrachten Ketten abhdngt.

Als Beispiel wird im Anhang II gezeigt, dass die algebraisch so
mihevoll bewiesene Verallgemeinerung des BEZOUTschen Satzes sich re-
duziert auf die Tatsachen, dass eine r-dimensionale Mannigfaltigkeit
im n-dimensionalen projektiven Raum homolog dem g-fachen eines r-
dimensionalen linearen Raumes ist, wo g den Grad bezeichnet, und dass
die Schnittpunktszahl zweier linearen R&ume der komplementdren Dimen-—
sionen r und n-r gleich eins ist. Flr das Beispiel der quadratischen
Mannigfaltigkeit siehe man die Arbeit VAN DER WAERDEN [26].

Jede Homologierelation zwischen algebraischen Mannigfaltigkeiten
ergibt eine symbolische Gleichung im SCHUBERTschen Sinne. Da die Ket-
ten die Elemente einer freien abelschen Gruppe sind, kann man diese
Gleichungen unbeschrénkt addieren. Die LEFSCHETZsche Theorie der
Schnittketten liefert die Multiplikation.

Es sei noch bemerkt, dass die algebraische durch relationstreue
Spezialisierung definierte Multiplizitdt eines Schnittpunktes zweier
algebraischen Mannigfaltigkeiten in einem projektiven Raum, die nur

endlich viele Schnittpunkte besitzen, gleich dem topologischen Index
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ist.

Die flir die abz&hlende Geometrie erforderlichen topologischen
Mittel sind in dem Buch GERRETSEN [3] ziemlich ausftithrlich dargestellt.
Die von E.R. VAN KAMPEN [6] erzielten Fortschritte auf dem Gebiet der
kombinatorischen Topologie, die auch die Darstellung im beridhmten Buch
von SEIFERT & THRELFALL [18] stark beeinflusst haben, sind dabei be-
rlicksichtigt.

Ein bekanntes Verfahren zur Berechnung der Homologiegruppen eines
endlichen Komplexes wird dadurch gewonnen, dass man als Glieder der
k-dimensionalen Ketten nicht einzelne Simplexe betrachtet, sondern
ganze Ketten mit spezifischen Eigenschaften, die sogenannten Bldcke.

Fir die in der abzdhlenden Geometrie zur Sprache kommenden
Mannigfaltigkeiten erweist sich diese Methode als besonders wertvoll.
Es stellt sich dabei heraus, dass man die zur Diskussion gestellten
Mannigfaltigkeiten, als Komplexe betrachtet, mit gewissen Teilkom-
plexen Gberdecken kann, welche die Rolle von Bldcken {ibernehmen.
Diese Teilkomplexe sind durch genau angebbare topologische Eigen-
schaften ausgezeichnet; sie werden von GERRETSEN S-Komplexe genannt.
Mannigfaltigkeiten, die durch S-Komplexe tberdeckt werden kénnen,
welche noch einigen auf der Hand liegenden Bedingungen genfigen, wer—
den S-Mannigfaltigkeiten genannt. Brauchbare Beispiele von S-Mannig-
faltigkeiten sind in SCHARKE [14] zu finden. Auch GERRESTSEN hat in
seinem Buche brauchbare Beispiele diskutiert.

Die von SEIFERT und THRELFALL betrachteten Bl&cke sind simplizi-
ale Ketten, die gewissen gruppentheoretischen Bedingungen gentigen.
Diese sind derart gefasst, dass man leicht die Homomorphie der sim-
plizialen Homologiegruppen und der &hnlich gebildeten Blockketten-
homologiegruppen beweisen kann. Aber sogar in einfachen Fédlle, z.B.
im Fall des projektiven Raumes, kann der Nachweis, dass bestimmte im
Betracht kommende Ketten ein Blocksystem liefern, recht umst&ndlich
sein.

Neuerdings (man siehe z.B. das Buch MAUNDER [9]) hat man den Bl&cken
gewisse topologische Bedingungen auferlegt, die mit Hilfe gewisser
relativer Homologiegruppen beschrieben werden. Die von SEIFERT und

THRELFALL erwdnhnten Bedingungen werden beweisbar. Die S-Komplexe
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sind eben Bldcke im modernen Sinne.

DIE ALGEBRAISCHE BEGRUNDUNG

In zahlreichen Arbeiten kam SEVERT auf die algebraischen Grund-
lagen der abzdhlenden Geometrie zurlick, weil die von ihm entwickelte
Theorie der Aquivalenzsysteme, der systematische Gebrauch des Begriffes
der virtuellen Mannigfaltigkeit und das allgemeine Problem der Basis
in genfigendem Masse ausgearbeitet waren. Aber, weil er sich der Metho-
den der italienischen Geometrie bediente, gab es noch einige sprin-—
gende Punkte, die VAN DER WAERDEN in 1938 veranlassten sich wiederum
diesem Problemkreis zuzuwenden.

Im vorangehenden Jahrzehnt war es ihm gelungen die Grundlagen
der algebraischen Geometrie erheblich zu vereinfachen. Namentlich
konnte der Gebrauch von schwierigen idealtheoretischen Betrachtungen
die manchen Geometer zur Verzweiflung brachten, stark reduziert wer-—
den (VAN DER WAERDEN [25]). Es war zu erwarten, dass eine Neubear-
beitung der SEVERIschen Ergebnisse sich lohnen wiirde.

In der algebraischen Geometrie der italienischen Schule begegnet
man oft dem Begriff eines algebraischen Systems von Mannigfaltigkei-
ten. Bei der Erklarung dieses Begriffes stSsst man auf Schwierigkei-
ten, wenn es sich um Systeme von Mannigfaltigkeiten handelt, die
nicht schon definitionsmissig linearen Systemen gleichartiger Elemen-
te angehSren. Das ist schon z.B. der Fall bei den Kurven gegebenen
Grades auf einer Fliche oder im 3-dimensionalen Raum, denn diese
Kurven bilden kein lineares System.

Das Werkzeug, um diese Frage zu kldren, ist in der Arbeit
W.L. CHOW & B.L. VAN DER WAERDEN [2] entwickelt worden. Eins der
Hauptergebnisse besagt folgendes:

Zu jeder irreduziblen r-dimensionalen algebraischen Mannigfal-
tigkeit vom Grade g in einem n-dimensionalen projektiven Raum gehdrt

ein irreduzibles Polynom

0
F(u ,...,ur),

A R . . . i i
wobei u~, i = 0,...,r, eine Reihe von Unbestimmten uO,...,u; darstellt,
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Diese Form ist vom Grade g in uo,...,ur. Sie heisst die zugeordnete
Form der gegebenen Mannigfaltigkeit.

Ist M eine reduzible rein r-dimensionale Mannigfaltigkeit, dann
wird die zugeordnete Form definiert als das Produkt der zugeordneten
Formen Fi""'F

h
baren Exponenten pl,...,ph versehen:

ihrer irreduziblen Bestandteile, mit beliebig wihl-

Sind Qpreserdy die Gradzahlen der irreduziblen Bestandteile, so ist
der Grad der Gesamtform F in jeder der einzelnen Verdnderlichenreihe
ué,...,ui, i=20,...,r, gleich q = Zpiqi. Die zugeordnete Form F be-
stimmt die Mannigfaltigkeit M, sowie die Vielfachheiten pi ihrer
irreduziblen Bestandteile eindeutig. Daher k&nnen die Koeffizienten
von F als Koordinaten der Mannigfaltigkeit genommen werden. Es sind
die sog. CHOW-Koordinaten der Mannigfaltigkeit. Fasst man sie als
Koordinaten eines Punktes in einem projektiven Raum auf, so ent-
spricht jeder Mannigfaltigkeit M von gegebenem Grad und gegebener
Dimension ein Bildpunkt im genannten Raum, der daher Bildraum genannt
wird.

Unter einem algebraischen System von (gleichartigen, d.h. in
Grad und Dimension Ubereinstimmenden) reinen Mannigfaltigkeiten ver-
steht man eine solche Menge von Mannigfaltigkeiten M, deren Menge
der Bildpunkte im Bildraum eine algebraische Mannigfaltigkeit ist.

Aus der Theorie der zugeordneten Formen folgt nun, dass alle
Mannigfaltigkeiten Mr gegebenen Grades und gegebener Dimension ein
algebraisches System bilden.

Vermdge der bijektiven Abbildung der Mannigfaltigkeiten M auf
Punkte eines Bildraumes kann man Begriffe und Sitze, die sich auf
algebraische Mannigfaltigkeiten in diesem Raum beziehen, ohne weite-
res auf algebraische Systeme von Mannigfaltigkeiten M dbertragen.

Die von SEVERI eingeflihrten virtuellen Mannigfaltigkeiten lassen
sich leicht erkl&ren. Die r-dimensionalen irreduziblen Mannigfaltig-
keiten erzeugen eine freie abelsche Gruppe, deren Elemente neuerdings

Zyklen genannt werden. Ein Zykel ist also darstellbar als eine
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formelle Summe von irreduziblen Mannigfaltigkeiten gleicher Dimension
mit ganzen rationalen Koeffizienten. Sind diese positiv, so heisst
der Zykel effektiv. Ist M eine reduzible reine Mannigfaltigkeit mit
den Komponenten Ml""'Mh’ welche die Vielfachheiten al,...,ah haben,
dann heisstMdie totale Mannigfaltigkeit des effektiven Zykels

alMl + ... ath. Zyklen, die nicht effektiv sind, werden virtuelle
Zyklen genannt. Ist C irgendein Zykel, so ist C-C ein Nullzykel.

Zwei effektive Zyklen C1 und C2 heissen &quivalent, geschrieben

c, = Cy

wenn es einen Zykel H gibt, entweder effektiv oder den Nullzykel, so

dass die totalen Mannigfaltigkeiten der Zyklen C1+-H und C24-H zu

einem irreduziblen algebraischen System gehSren. Sind dagegen C1 und
C2 virtuell, dan kann man jeden als Differenz zweier effektiven Zykel

auffassen: C1 = Al—-Bl, C2 = A2—-B2 und C1,02 werden dann als dquiva-

lent betrachtet, wenn A1+B2 = A2+B1 im obigen Sinne. Es ist klar
dass alle Nullzyklen untereinander dquivalent sind.

SEVERI hat eine Definition des Schnittes von Mannigfaltigkeiten
auf eine Einbettungsmannigfaltigkeit Mk im projektiven Raum Sm, ohne
singuldre Punkte vorgeschlagen:

Haben zwei Mannigfaltigkeiten Mr und u° in Mk einen d-dimensio-
nalen Durchschnitt Qd, wo d = r+s—-k, so definiert man die Vielfach-
heiten der irreduziblen Bestandteile Qi von Qd folgendermassen: Ver-
bindet man alle Punkte von M° mit allen Punkten eines Mk nicht tref-

fenden linearen Raumes S so erhdlt man einen projizierenden

m-k-1"
d
Kegel Ks+m—k' Jeder Bestandteil von Qi ist gleichzeitig ein irreduzi-
bler Bestandteil des Durchschnittes von M" und Ks+m—k und hat als

solcher eine gewisse Multiplizitd&t. Diese soll gleichzeitig als Multi-
plizitdt von Qi in Qd gelten und Qd ist daher als effektiver Zykel
aufzufassen.

Dieser Begriff wird in VAN DER WAERDEN [23] aufs genaueste dis-
kutiert.

Man schreibt Qd = Mr~MS, aber die Definition ist nicht symme-
trisch in Mr und MS. Es kann bewiesen werden dass Mr-MS = MS°Mr, so

dass das kommutative Gesetz gilt. Desgleichen beweist man die
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Glltigkeit des assoziativen und distributiven Gesetzes; daher kann
mén den Ausdruck Mr'MS als eine Art Multiplikation auffassen.

Es ist nun klar was man unter dem Schnitt C'+C° eines r-dimen-
sionalen Zykels ¢’ und eines s-dimensionalen Zykels c® zu verstehen
hat. Es gilt nun der fundamentale Satz:

Sind Cf und Cg dquivalent, so sind auch CT-Cs und CIZ:-CS dquiva-
lent.

Haben die Mannigfaltigkeiten M° und u° (s = k-r), nur endlich
viele Punkte gemeinsam, dann wird die Summe der Multiplizitdt dieser
Schnittpunkte mit [M"+M°] bezeichnet und Schnittpunktszahl von M° und
Ms genannt,

Der im SCHUBERTschen Kalkdl benutzte Begriff der Bedingung ist
nichts anders als ein Zykel. Ist R die Dimensionder Einbettungsmannig-
faltigkeit und d die Dimension des Zykels, dann sagt man dass die
Bedingung die Stufe p = R- d hat. Die Stufenzahl des Produktes zweier
Bedingungen der Stufen p und q ist offenbar p+ q.

Das Charakteristikenproblem hingt zusammen mit einem Aquivalenz-
begriff, der folgendermassen erkldrt wird: Zwei (R-p)-stufige Be-
dingungen C? und CP

2
gleich, wenn flr jede p-stufige Bedingung QR_P die Gleichheit

heissen arithmetisch dquivalent oder virtuell

o R_
[c"i’-QR Py - [ch-0 F]
besteht. Man schreibt

P .
cl—c‘g.

Der Zusammenhang mit dem algebraischen Aquivalenzbegriff ist einfach,

« P = P P . P
denn aus C1 = 02 folgt C1 C2.

Mehrere Bedingungen C?,...,CE heissen unabhdngig im Sinne der
virtuellen Gleichheit als eine Beziehung Alcﬁ + oeee + Akcﬁ = 0 nur

dann bestehen kann, wenn Al,...,A sdamtlich verschwinden. In dieser

k
Beziehung bedeutet O natlirlich den p-dimensionale Nullzykel.

Wie SEVERI bewiesen hat besitzt eine von Singularititen freie
irreduzible Mannigfaltigkeit fiir jede Stufe immer eine Basis, d.h.

man kann pp Bedingungen C?,...,Cg der Stufe k- p finden derart,

P
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dass flir jede (R-p)-stufige Bedingung cP gilt

2P+ ...+ P
1 P

1
pP P

Die rechts auftretenden Bedingungen sind unabhdngig im oben erwdhnten

Sinne und die ganzen rationalen Zahlen Al,...,kp sind durch cp ein-

deutig bestimmt. Die Elemente einer Basis C?,...,Cg heissen charak-
b

teristische Bedingungen, kurz Charakteristiken der Stufe R- p, Man

kann leicht zeigen dass die Basiszahlen pp und pk—p gleich sind und

dass die Determinante A der Matrix

f—cl . [c’i’-cp‘_p ]
Prep

Ecg -c?_P] et [cﬁ -CE_P 1
p p 'R-p

[c

nicht verschwindet, wenn CE, i = 1,...,pp, und Cg_P, j= 1,...,pR_

I
p
Basen sind flr die Bedingungen komplementdrer Stufen R-p und p.

Sind Cp und CR_p Bedingungen komplementdrer Stufen, dann kann

man leicht beweisen, dass
— R_ -
[cPec®P] = 7P A [cFP.cPIrcP.cR Py,
i, 13 1 J

WO Aij die Elemente der zu A reziproken Determinante bedeutet. Im
Spezialfall des R-dimensionalen projektiven Raumes fihrt diese Gleich-
heit zum Satze von BEZOUT. Von dieser Gleichheit hat F. SCHUH [16]
schon im 1905 verschiedene Anwendungen gemacht.

Mit Hilfe des im Kap. 6 von SCHAAKE [14] beschriebenen Verfah-
rens, kann man fiir eine ausgedehnte Klasse von algebraischen Systeme
im projektiven Raum die Charakteristiken leicht finden. Neben den
von SCHAARKE angewandten ausgearteten Transformationen kann man oft

auch vorteilhaft axiale ausgearteten Homographien anwenden.

DIE ABBILDUNGSGEOMETRIE

In der zweiten Hdlfte des vorigen Jahrhunderts hat sich ein
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ausgedehntes Gebiet der algebraischen Geometrie entwickelt, die
Theorie der algebraischen Korrespondenzen. Einen ausgezeichneten
Uberblick dieses Gebietes hat L. BERZOLARI [1] verfasst. In diesem
Artikel sind Namen von niederl&ndischen Mathematikern nur sparsam
vertreten. Offenbar wurden die Entwicklungen von einer gewissen Ent-—
fernung betrachtet, aber es wurde auf die Teilnahme verzichtet.

Um die Jahrhundertwende &ndert sich das Bild etwas; es meldeten
sich Geometer, die versuchten fiir die Entwicklung einen Beitrag zu
liefern., Die auffallendste Persénlichkeit war JAN DE VRIES, der sich
fir viele Zweige der Geometrie interessierte. Insbesondere beschif-
tigte er sich mit Untersuchungen, die sich bezogen auf besondere Ab-
bildungen und algebraische Korrespondenzen, namentlich mit Involutio-
nen. Dabei konnte er eine aktive Gruppe von Schiilern um sich ver-
sammeln.

Beliebt waren Abbildungen von algebraischen Systeme von Raum-
kurven auf Punktrdume, algebraische Mannigfaltigkeiten oder andere
algebraische Systeme. Die auffallendsten Resultate sind von BERZOLARI
erwdhnt worden.

GewShnlich wurden sie als mehr oder weniger isolierte Probleme
cewertet, flr deren L&sung gewisse Standardtechniken erprobt wurden.
Diese Probleme haben immerhin in mehr als einem Fall oft begriffliche
Fortschritte hervorgerufen und sind eine Fundgrube nlitzlicher Bei-
spiele geworden.

Wegen der Verschiedenheit der Probleme und der zur L&sung be-
nutzten Techniken ist eine systematische Zusammenfassung kaum mdg-
1i-h.

Eins der Ziele der Abbildungsgeometrie ist oft erblickt in der
Entwicklung von Werkzeugen, womit Anzahlbestimmungen ermdglicht wer—
den.

Es muss aber bemerkt werden, dass die Basis und demnach auch die
Basizzahl f{ir die Bedingungen einer gegebenen Stufe in einem Ein-
bettur gsmannigfaltigkeit M, nicht unbedingt invariant gegenfiber den
biraticnalen Transformationen von M ist. Sie sind nur hinsichtlich
derjenicen birationalen Transformationen invariant, welche keine Aus-

nahmepunkte erhalten, weder auf M, noch auf der transformierten
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Mannigfaltigkeit M'. Diese letzte muss natirlich auch als singulari-
tétenfrei vorausgeéetzt werden.

Diese Invarianz bleibt aber nicht mehr erhalten, wenn auf M oder
auf M' Fundamentalpunkte der Transformation vorhanden sind; denn dann
gibt es entweder auf M oder auf M' Mannigfaltigkeiten, die beim Ubexr-
gang von einem zum andern Gebilde ihre Dimension &ndern und daher
auch die Basis der Bedingungen der betreffenden Stufe &ndern. Des-
halb kann diese nicht einfach und allein aus den transformierten
Mannigfaltigkeiten derjenigen gebildet werden, die auf dem andern
Gebilde eine Basis vorstellen.

Interessante und gut ausgewdhlte Beispiele sind von G. SCHAAKE
untersucht worden, wobei er sich auf viele Einzelheiten einldsst und
auch auf {berraschende Anwendungen aufmerksam macht. Wie SCHAAKE ge-—
zeigt hat kann man mittels Abbildungen auch oft den Schnitt C1°C2
zweier Bedingungen beziliglich einer passenden Basis auf die Spur komm-
en.

zum Schluss wollen wir uns noch mit einer Abz&hlungsfrage be-
schiftigen, da in einer andern Beziehung zu Abbildungen steht.

Fiir das Charakteristikenproblem der k-dimensionalen Teilrdume
eines projektiven Raumes hat H. SCHUBERT im 1886 die folgende LSsung
gefunden:

a1 g%k

a
Sind k+1 Raume S O,S yeeor gegeben, von denen jeder im fol-

genden enthalten ist, so versteht man unter der Fundamentalform

[ao,...,ak]
a

in einem Sk-l, den
0

a

die Menge der Sk, die im s X liegen, den S
-2 ) k-2 . . ag ,

S in einem S , usw., schliesslich den S in einem Punkt S

schneiden. Die Charakteristiken der Dimension d sind alle Fundamental-

formen, fir die gilt

[o})
]
| o~ %

1
a; - Ek(k+1).

i=0

Ein exakter Beweis ist leicht mit Hilfe der topologischen Methode
oder mit dem SCHAAKEschen Verfahren zu geben.
Nun hat SCHUBERT sich das folgende Problem vorgelegt:
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Es sei Sk ein Element von [ao,...,ak] und S'k ein Element von

[bo,...,b 1. Es existiere eine Korrelation zwischen S und S'k der-

art, dasskdie Sk_1 in dem Sk von jeder einer Anzahl Zaid-Zbi-Fk von
fest gegebenen Hyperebenen geschnitten wird, in der Korrelation
korrespondieren mit den S'k_1 in dem S'k von jeder einer derselben
Anzahl anderer Hyperebenen geschnitten wird. Auf die Frage wieviel
Paare Sk, S'k diesen Bedingungen genfligen lautet die Antwort, dass

die Anzahl

betrdgt.

Aus diesem Ergebnis hat C. SEGRE [17] eine bemerkenswerte Folge-
rung gezogen., Es handelt sich um das folgende Problem:

Es mégen Sm und Sn zwel projektive R&ume bezeichnen, zwischen

deren Hypexebenen eine Korrelation

!

a,.u.v, =
13 173
besteht. Man sagt, die Korrelation habe den Rang h+ 1, wenn der Rang

der Matrix

gleich h+ 1 ist. Man interpretiert die Koeffizienten aij als Koordi-

naten eines Punktes in einem projektiven Raum, dessen Dimension
(m+1) (n+1) - 1 betrigt. Es bezeichne V(h) die Mannigfaltigkeit der
Punkte, die eine Korrelation des Ranges h+ 1 reprisentiert.

SEGRE hat bemerkt, dass man aus dem SCHUBERTschen Ergebnis den

(h)

Grad der Mannigfaltigkeit V herleiten kann und findet dafir die
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Zahl

+n-2h+\
O Gy

AEO (m-h+l) :

m=h

Die geometrischen Eigenschaften der SEGREschen Mannigfaltigkeiten
V(h) sind von T. ROOM [13] in einem umfangreichen Buch dargestellt
worden. Seine Methode ist Uiberwiegend algebraisch.

Kurz vor der Verdffentlichung des ROOMschen Buches war
J.C.H. GERRETSEN auf die Gedanke gekommen die Theorie der SEGREschen
Mannigfaltigkeiten zu benutzen fiir das Studium der von TH. REYE [12]
ausfiihrlich diskutierten projektiv erzeugten Gebilde im 3-dimensio-
nalen Raum und damit die aufgebaute Systematik besser zu begreifen.
Die REYEschen Methoden beschré&nken sich auf den 3~dimensionalen Raum
und sind ziemlich mithsam zu handhaben. Fir h8her dimensionale Rdume
bieten sie wenig Aussicht auf Erfolg, aber mit der Methode der
SEGREschen Mannigfaltigkeiten begegnet man keinen prinzipiellen
Schwierigkeiten.

Diese Methode ist diskutiert in der Doktorarbeit von
I.W. VAN SPIEGEL [19]. Verschiedene Anwendungen der Korrelationen
zwischen einem Raum und einer Gerade sind von A.H, NICOLAI [10]
studiert worden*).

Bei den Untersuchungen spielt der Grad der SEGREschen Mannigfal-
tigkeiten eine Rolle, Die Frage ob man etwa den Grad dieser Mannig-
faltigkeiten direkter erhalten kann als in der SEGREschen Arbeit ge-
schieht, ist in unserem Lande von C.H. VAN 0S [11] bejaht worden.

Zum Schluss sei noch die Bemerkung gestattet, dass aus diesem
Aufsatz, ungeachtet dessen Kirze und Unvollsténdigkeit, hervorgehen
dlirfte in welchem Masse die abzdhlende Geometrie auf die Gestaltung
der algebraischen Gecometrie und auf die fortschreitende Ausbildung

einer Reihe von Begriffen und Methoden einen Einfluss ausgeibt hat.

*
) Von GERRETSEN selbst existiert nur eine kurze Note (GERRETSEN [4]).

Dies h&ngt mit einem unerfreulichen Ereignis zusammen. Im 1943 wur-
de sein Haus vom deutschen Sicherheitsdienst durchsucht und bei
dieser Gelegenheit wurden fast alle Manuskripte und Notizen mit
Beschlag belegt.
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