Mathematics. — Die Liniengeometrie des 4-dimensionalen Raumes. (Erste Mitteilung.)
Von J. C. H. GERRETSEN. (Communicated by Prof. J. G. VAN DER CORPUT.)

(Communicated at the meeting of June 27, 1942.)
Einleitung.

Die projektive Liniengeometrie des 4-dimensionalen Raumes ist ausfithrlich in einer
schénen Abhandlung von G. CASTELNUOVO 1) mit algebraischen Hilfsmitteln behandelt
worden. Neuerdings hat W. VREEKEN2) in seiner Leidener Dissertation die von
CASTELNUOVO gefundenen Ergebnisse aufs neue hergeleitet mit metrischen Hilfsmitteln,
namlich mit der Kinematik und der Statik im 4-dimensionalen Raume.

Das ,,Wiskundig Genootschap', Amsterdam, stellte fiir das Jahr 1940 als Preisaufgabe
no. 7 die Untersuchung der Liniengeometrie im 4-dimensionalen Raume mit Hilfe der
Abbildung der Geraden auf die Punkte einer 6-dimensionalen Mannigfaltigkeit fiinften
Grades im 9-dimensionalen Raum. Die Behandlung der Liniengeometrie des n-dimensio-
nalen Raumes mit Hilfe der Abbildungsmethode stészt fiir n > 3 auf gewisse Schwierig-
keiten, die wohl darauf zuriickzufiihren sind, dasz die Abbildungsmannigfaltigkeiten eine
verwickelte Struktur haben. Wenn auch schon in der &lteren Literatur von der Abbil-
dungsmethode fiir die Liniengeometrie des 4-dimensionalen Raumes gelegentlich Gebrauch
gemacht worden ist, hat jedoch zuerst J. A, TODD 3) diese Methode systematisch ange-
wandt. Dieser Verfasser hat vor allem ausfiihrlich die Struktur der Abbildungsmannig-
faltigkeit auf iiberwiegend synthetischem Wege studiert. Die Ergebnisse von CASTEL-
NUOVO sind hierbei nur nebenbei zur Sprache gekommen. Weiter hat TODD den Durch-
schnitten der Abbildungsmannigfaltigkeit mit linearen R&umen grosze Aufmerksamkeit
gewidmet. Eine vollstindige Klassifikation dieser Durchschnitte hat er dabei nicht erzielt.
Eine (wie es scheint) vollstandige Aufzahlung aller méglichen Durchschnitte mit linearen
Réumen enthilt eine preisgekrénte Antwort von N. H. KUIPER4) auf die oben genannte
Aufgabe.

Mit dieser Mitteilung mache ich einen Anfang mit dem Aufbau der Liniengeometrie in
S4, wobei ich mich von der Abbildungsmethode bediene, und beabsichtige damit in erster
Linie die wichtigsten Ergebnisse von CASTELNUOVO wiederzugewinnen,

§ 1. Die GRASZMANNsche Mannigfaltigkeit der Geraden im 4-dimensionalen Raume.

Ein Punkt x des 4-dimensionalen projektiven Raumes S; wird in bekannter Weise
gegeben durch fiinf komplexe homogene Koordinaten {xo, x1, x2, x3, x4}. Eine Gerade in
Sy sei durch die Punkte x und y gegeben. Wir bilden aus deren Koordinaten die Aus-
driicke:

Xk X1

Yk Yi

| —

, (k,1=0,1,2,3,4). . . . . (1 1)

1)  G. CASTELNUOVO, Ricerche di Geometria della retta nello spazio a quattro dimen-
sioni, Atti del R. Ist. Veneto (7) 2, 855—901 (1891).

2) 'W. VREEKEN, Het lineaire vijfcomplex van rechte lijnen in R4 en zijn bundels,
Amsterdam 1936.

3) J. A. ToDD, The locus representing the lines of four-dimensional space and its
application to linear complexes in four dimensions, Proc. London Math. Soc. (2) 30,
513—550 (1930).

4) N. H. KUIPER, Lijnen in Ry, Nieuw Archief voor Wiskunde (2) 21y, 2, 124—143
(1941). :



691

Offenbar sind die z;; nicht alle Null, wenn die Punkte x und y nicht zusammenfallen.
Bei Vertauschung der Indices wechselt #;, das Vorzeichen und es wird #,; = 0, wenn
die Indices gleich sind. Somit gibt es 10 wesentlich verschiedene Zahlen 7, ;. Bekanntlich
sind sie bis auf einen Proportionalititsfaktor allein von der Geraden bestimmt, wahrend
sie umgekehrt die Gerade eindeutig bestimmen. Sie kdnnen daher als homogene Koor-
dinaten der Geraden dienen ®); dabei werden wir k <[ voraussetzen.

Zwischen den Ausdriicken 7, bestehen insgesamt fiinf linear-unabhéngige Fundamen-
talrelationen:

piE”kl”mn+ﬂkmnnl+ﬂknnlm:0: R § )]

Dabei miissen fiir (i, k, I, m, n) der Reihe nach die geraden Permutationen der Zahlen
(0, 1, 2, 3, 4) genommen werden. Umgekehrt kann man beweisen, dasz die Zahlen Tyt
die Koordinaten einer Geraden liefern, wenn sie nicht alle Null sind, bei Vertauschung
der Indices das Vorzeichen wechseln und die Relationen (1,2) erfiillen,

Eine Hyperebene u des 4-dimensionalen Raumes Ss wird gegeben durch fiinf homogene
Hyperebenekoordinaten {u®, ul, u2, u3, u*}. Eine Ebene sei gegeben als Durchschnitt der
Hyperebenen u und v. Aus deren Hyperebenekoordinaten bilden wir die Ausdriicke:

u* u!
el =

 (k,1=0,1,2,3,4) . . . . . (1,3

vk vl

welche zhnliche Eigenschaften wie die Zahlen (1, 1) haben. Es gibt deren also 10 wesent-
lich verschiedene, die als Koordinaten der Ebene dienen kénnen. Ebenfalls bestehen fiinf
Fundamentalrelationen:

p,'Enklnm"—f—nk"’nnl-*—nk"n’m:o, L. (1’4)

deren Erfiillung eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir ist, dasz die ak! die
Koordinaten einer Ebene liefern.

Eine Gerade und eine Ebene heiszen inzident, wenn sie mindestens einen Punkt gemein-
sam haben. Sind 7y, bezw, akl, (k <1), die Koordinaten der Geraden, bezw. der Ebene,
dann lautet bekanntlich die Inzidenzbedingung:

anlnk':‘o, T (1,5)
k<l
Wir werden nunmehr die Koordinaten z,,, (k <I), auch auffassen als Koordinaten

&, =7, eines Punktes {£y, &, &3 Eo4r E12 E13, E140 E23, E24, E34) in einem 9-dimensio-
nalen projektiven Raum Z2'y. Die fiinf Gleichungen:

X =txibmn+ EkmEnt + EnEtm=0 . . . . (1, 6)

definieren in diesem Raum eine algebraische Mannigfaltigkeit £, die sogenannte
GRASZMANNsche Mannigfaltigkeit der Geraden in Sg in (1,6) gilt die Festsetzung:
§pg=—$qpr

Wir gelangen folgendermaszen zu einer Parameterdarstellung von £. Es sei
X0X1X2X3X4 das Koordinatensimplex in Sy; dabei habe X die Koordinaten {1, 0, 0, 0, 0},
usw. Diejenigen Geraden, welche keinen Punkt mit der Ebene X2X3X4 gemeinsam haben,
sind bestimmt durch ihre Schnittpunkte mit den beiden R&umen X¢X2X3X4 und
X1XoX3Xs. Dem Schnittpunkt mit dem ersten Raum koénnen wir die Koordinaten

5) Eine knappe Einfithrung in die Liniengeometrie des n-dimensionalen Raumes findet
man in:

B. L. VAN DER WAERDEN, Einfiihrung in die algebraische Geometrie (Berlin 1939),
§ 7. Im folgenden wird dieses Buch mit , Einfiihrung” zitiert.

44>
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{1,0, s1, s2, s3} erteilen und dem Schnittpunkt mit dem zweiten Raum die Koordinaten
{0, 1, 4, £2, t3}. Die genannten Geraden haben somit die Koordinaten:

o1 = 1, /g2 = 81, 73 = £y, Toq = 3, W13 = — S, T3 = —Sy, Wy = — 53, (1,7)

T3 = S1ty— 52 b, Ty = 8y t3— 53 b1, W3y == S t3— 53 85,

Wenn wir die s;,¢; als Unbestimmte annehmen, ist der Punkt mit den Koordinaten
(1,7) ein unbestimmter Punkt, der offenbar auf £ liegt. Man zeigt weiter leicht, dasz
jede homogene algebraische Relation in den&;,, welche fiir die Ausdriicke (1, 7) ver-
schwindet, fiir die Koordinaten irgendeines Punktes von £ verschwindet. Es wird also
durch (1, 7) tatsichlich eine Parameterdarstellung geliefert. Daraus ersehen wir, dasz 2
irreduzibel ist und die Dimension 6 hat8), Es bleibt noch iibrig den Grad von 2 zu
bestimmen. Zu dem Zweck kann ein von H. SCHUBERT angegebenes Verfahren ange-
wendet werden, dasz neuerdings von B. L. VAN DER WAERDEN 7) eine exakte Begriindung
erhalten hat. Dieses Verfahren findet Anwendung auf die Mannigfaltigkeit der linearen
m-dimensionalen Teilrdume in einem S,. Wir werden die Ergebnisse fiir m =1 und
n = 4 mitteilen.

Es sei S i ein i;~-dimensionaler linearer Raum in S4 und S i, €in ip-dimensionaler linearer
Raum, der in S; enthalten ist. Mit [io,i1] werde die Menge der Geraden bezeichnet,
welche in S; enthalten sind und mit S; mindestens einen Punkt gemeinsam haben. Die
Bx]dmanmgfaltxgkent von [ig, #1] in g 1st eine Teilmannigfaltigkeit von £ mit der Dimen-
sion ig =iy — 1. Wir bemerken dabei, dasz die Zahlen iy und i1 der Bedingung
0 <ip < iy £4 geniigen miissen. Es sei nun g(ip, i1) der Grad dieser Mannigfaltigkeit.
Dann gilt nachfolgende wichtige Rekursionsformel:

glioi)=glio—1.4) +gloi—1). . . . . (18§

Wir miissen dabei beachten, dasz g(jo, j1) nur dann von Null verschieden ist, wenn
0 < jo < j1 £4 gilt. Selbstverstandlich ist g(0,1) = 1. Mit Hilfe von (1, 8) koénnen wir
folgende Gradzahlen herleiten:

g0,1)=1;g(0,2)=1;g(0,3)=1,9(1,2)=1;9(0,4)=1,g(1,3)=2
g(1,49=3,9(23)=2:g(2,49=5:g(3.49=5. (1.9)

Die Geraden von [3, 4] sind genau dieselben wie die Geraden von Sy; der Grad von 2
ist also 5. Zwischen den Koordinaten des allgemeinen Punktes (1,7) von £ koénnen keine
linearen Relationen bestehen, daher ist £ nicht schon in einem Sg enthalten. Wir kénnen
die gefundenen Ergebnisse folgendermaszen zusammenfassen:

1. Die Geraden von Sy4 kénnen umkehrbar eindeutig abgebildet werden auf die Punkte
einer 6-dimensionalen irreduzibelen algebraischen Mannigfaltigkeit Q in einem 9-dimen-
sionalen projektiven Raum 2. Diese Mannigfaltigkeit hat den Grad 5 und ist nicht schon
in einem linearen Raum mit niedrerer Dimension als 9 enthalten.

Wir wollen uns nun die auf 2 liegenden linearen Mannigfaltigkeiten etwas genauer
ansehen. Wir erwihnen dariiber die nachfolgenden Satze:

2. Den Geradenbiischeln in Sy entsprechen umkehrbar eindeutig die Geraden auf 2.

3. Es liegen auf £ zwei Arten von Ebenen. Den Ebenen der ersten Art entsprechen
umkehrbar eindeutig die Geradenfelder von S4, den Ebenen der zweiten Art entsprechen
umkehrbar eindeutig die Geradenbiindel von Ss.

6) B.L. VAN DER WAERDEN, Einfiihrung, § 29.
7) B. L. VAN DER WAERDEN, Der Grad der GRASZMANNschen Mannigfaltigkeit der
linearen S, in S,, Math. Ann. 113, 199—205 (1936).
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4. Den Geradensternen in Sy entsprechen umkehrbar eindeutig die 3-dimensionalen
Riume auf 28).

Wir wollen auf die einfachen Beweise verzichten; sie kénnen denen der entsprechenden
Satze der Liniengeometrie in S3 leicht nachgebildet werden. Als Nebenergebnis haben wir
noch:

5. Die Ebenen der zweiten Art auf Q2 sind eben die in den 3-dimensionalen Raumen
von Q enthaltenen Ebenen.
Es folgt nun leicht:

6. Es gibt auf 2 keine linearen 4-dimensionalen Réaume.

Denn sollte etwa A4 ein auf 2 liegender Raum sein, dann gébe es auf 2 mindestens
zwei lineare Raume .13, deren Durchschnitt eine Ebene wire und dann miiszte es in Sy
zwei Geradensterne geben, die ein Geradenbiindel gemeinsam hiatten. Das ist aber
unméglich.

Fiir die weiteren Entwicklungen ist es wichtig etwas Né&heres iiber die 6-dimensionalen
Beriihrungsraume von £ zu wissen. Zuerst werden wir beweisen:

7. Die mit einer festen Geraden w in Sy inzidenten Geraden entsprechen umkehrbar
eindeutig den Punkten eines 4-dimensionalen Kegels .Qi mit O-dimensionalem Scheitel. Der

Grad des Kegels betragt 3 und der Kegel ist in einem 6-dimensionalen Raum 2; enthalten.

Wir wollen dabei Geraden inzident nennen, wenn sie mindestens einen Punkt gemein-
sam haben. Weiter bezeichnet allgemein Q4 eine in {2 enthaltene d-dimensionale Mannig-
faltigkeit g-ten Grades. Die mit # inzidenten Geraden bilden ein System [1, 4]; wir wollen
7 die Leitgerade dieses Systems nennen. Wegen g(1,4) = 3 betrigt der Grad des Bildes
dieser Mannigfaltigkeit drei. Wir konnen nun in S; auf ein Koordinatensimplex
X0X1X2X3X, transformieren, dessen beide Spitzen X¢ und Xy auf der Geraden # liegen.
Fiir alle Geraden, welche mit # inzident sind, gilt nun @23 =m24 = @3y = 0, folglich

gehort .Qi dem Raum 2 ; mit den Gleichungen:

5232524:53420, & % @ @& ® & (1, 10)

an. Die Mannigfaltigkeit .Qi kann aber keinem Raum mit niedrerer Dimension als 6 ange-
horen, denn in [1, 4] gibt es mindestens zwei Geradensterne, welche nur eine Gerade
gemeinsam haben und somit liegen auf Qi mindestens zwei Rdume A3, welche nur einen
Punkt gemeinsam haben.

Wir denken uns nun in Sy eine Ebene gegeben mit Ebenekoordinaten #k!, die mit der
Geraden z keinen Punkt gemeinsam hat. Die Koordinaten derjenigen Geraden, welche mit
der Ebene inzident sind, geniigen der Beziehung (1,5) und werden also auf die Punkte des

Durchschnittes von £2 mit der Hyperebene 2;, deren Gleichung:

FaR=0. s« » » » = = = 11)
k<1

lautet, abgebildet. Da E; den Raum =% nicht enthalt — der Punkt gehdrt ja nicht zu
58‘ —schneiden S; und S; einander in einem 5-dimensionalen Raum, wahrend Qi von Z;
geschnitten wird in einer Mannigfaltigkeit Qg, der in dem genannten 5-dimensionalen
Raum liegt. Diese Mannigfaltigkeit bildet das Geradengebilde ab, das aus den Geraden

besteht, welche mit einer festen Geraden, der Leitgeraden, und einer festen Ebene, der
Leitebene, inzident sind. Jede Gerade dieses Gebildes laszt sich mit der Leitgeraden =

8) Zur Erlauterung diene, dasz wir das Gebilde [0, 3] ein Geradenbiindel und das
Gebilde [0, 4] ein Geradenstern nennen werden.
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durch ein Biischel verbinden; daher entsteht .Q: durch Projektion von Qg aus einem Punkt,

welcher nicht in dem die Mannigfaltigkeit Q; enthaltenden 5-dimensionalen Raum liegt.
Damit ist Satz 7 bewiesen.

Die Mannigfaltigkeit Qg ist auch in anderer Hinsicht bemerkenswert. Man kann namlich
die Punkte dieser Mannigfaltigkeit umkehrbar eindeutig den Punktepaaren x; y zuordnen,
wovon der Punkt x einer Geraden und der Punkt y einer Ebene angehért. Die Mannig-

faltigkeit Q; gehort also der Klasse der sogenannten SEGREschen Mannigfaltigkeiten an ?).
Man kann Qg auf zweierlei Art erzeugen. Erstens ist es klar, dasz die Geradenmannig-

faltigkeit in Sy, deren Bild eben .Q; ist, als die Gesamtheit der Geraden von 02 Biischeln
aufgefaszt werden kann, deren Zentren in der Leitebene liegen; und zweitens als die
Gesamtheit der Geraden von oo! Biindeln, deren Zentren auf der Leitgeraden liegen.
Dementsprechend gibt es auf .Qg %2 erzeugende Geraden und oo! erzeugende Ebenen.

Durch jeden Punkt von .Q; lauft genau eine erzeugende Gerade und eine erzeugende
Ebene. Als Nebenergebnis haben wir damit gefunden:

8. Den Punktepaaren x; y, wovon x zu einer Geraden und y zu einer Ebene gehéren
entsprechen umkehrbar eindeutig die Punkte einer 3-dimensionalen Mannigfaltigkeit dritten
Grades, welche in einem 5-dimensionalen Raum liegt.

Von diesem Ergebnis werden wir spéter noch eine interessante Anwendung sehen.

: . . *
Wir wenden uns nun wieder der Untersuchung des im Satz 7 genannten Raumes & 6
zu und erwihnen zunichst:

9. Der im Satz 7 genannte Raum Z‘; beriihrt die Mannigfaltigkeit Q im Punkte x, das
Bild der Leitgeraden des Gebildes [1,4].

Wir haben beim Beweise des Satzes 7 schon gesehen, dasz bei geeigneter Wahl des

Koordinatensimplexes in Sy der lineare Raum E;, in dem die Bildpunkte der Geraden des
Gebildes [1, 4] liegen, durch die Gleichungen (1,10) dargestellt wird. Mit Benutzung der
schon oben erwéihnten Parameterdarstellung fiir 2 rechnet man ohne Miihe nach, dasz die
Gleichungen des Tangentialraumes an 2 im Bildpunkte der Leitgeraden ebenfalls durch
(1,10) dargestellt werden 1), Damit ist aber der Beweis schon beendet. Es gilt nun

umgekehrt:
10. Der Beriihrungsraum E; in irgendeinem Punkt n an Q schneidet 2 in einer Man-

nigfaltigkeit 93, welche das Bild ist der Geradenmannigfaltigkeit [1,4] in S, deren Leit-
gerade dem Punkt 7 auf Q entspricht.

Das Bild Q: des Gebildes [1, 4] mit der in dem Satz genannten Leitgeraden gehért zu
dem Berithrungsraum in 7 an 2 und dieser fallt mit E; zusammen, da £ keine singulédren
Punkte hat. Wir brauchen nur noch zu beweisen, dasz es auszerhalb 93 auf Q keine Punkte
gibt, die auch E; angehoéren. Zu dem Zweck nehmen wir an, es gébe in 2; auf Q einen
Punkt n’, der nicht zu Q: gehort. Dann miiszte die Gerade =z’ als Gerade durch =

von & ; die Mannigfaltigkeit 2 in 7 beriihren. Anderseits musz aber jede solche Gerade
ganz zu Q gehéren, da @ Durchschnitt der quadratischen Mannigfaltigkeiten mit den

Gleichungen (1,6) ist, Also lige @’ doch in Qi. Dieser Widerspruch beweist die
Behauptung.

Eine Hyperebene durch eine berithrende 2; werden wir Tangential-hyperebene an Q
nennen und den Beriithrungspunkt von 22 einen Beriihrungspunkt der Hyperebene
9) C. SEGRE, Sulle varieta che rappresentano le coppie di punti di due piani o spazi,

Rend. Circolo Mat. di Palermo 5, 192—204 (1891).
10) VAN DER WAERDEN, Einfithrung, § 40.
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mit 2. Aus der Beziehung (1,5) lesen wir ab, dasz das Bild eines Geradensystems [2, 4]

einem 2‘; angehért, Dieser schneidet £ in einer 5-dimensionalen Mannigfaltigkeit .Qg, zZu
der eine Ebene ‘A2 der ersten Art gehort, namlich das Bild der Gesamtheit der Geraden,
welche der Leitebene von [2,4] angehéren. Jede Gerade in der Leitebene kann als
Leitgerade eines in [2, 4] enthaltenen Systems [1, 4] dienen und daraus geht hervor, dasz
£ von 2 ; in jedem Punkt der Ebene ’'As beriihrt wird. Wir kénnen nur der Ebene mit
den Koordinaten nk! von S4 die Hyperebene mit der Gleichung (1,11) zuordnen und
haben dann gefunden:

12. Die den Ebenen von Ss zugeordneten Hyperebenen von Jg sind die Tangential-
hyperebenen von £2. s

Wir werden sehen, dasz auch das Umgekehrte zutrifft. Zu dem Zweck betrachten wir
eine Hyperebene Jg mit der Gleichung:

ZoEp—=0.. . . . « + « + (1,12
k<l
Wir definieren die Zahlen ak! mit k> durch die Festsetzung ak! = — alk und die

Zahlen ak! mit k = [ durch ak! = 0. Dann ist die aus den Koeffizienten und den soeben
erhaltenen Zahlen ak! gebildete Matrix

lakt || . . . . . . ... (1,13

schiefsymmetrisch und die daraus hervorgehende fiinfreihige Determinante verschwindet.
Wir wollen nunmehr annehmen, dasz der Rang der Matrix 4 betrigt. Als néchste Aufgabe
untersuchen wir unter welchen Bedingungen ein in 2 enthaltener Raum A3 zu der ge-
gebenen Hyperebene 2g gehort. Ein solcher Raum ist offenbar bestimmt durch den Punkt
von Sy, der als Zentrum des Sternes auftritt, dessen Bild eben A3 ist. Es seien a;, (i=
0, 1, 2, 3, 4, 5) die Koordinaten dieses Punktes. Dann kann man sichtlich jedem Punkt von
A3 die Koordinaten

Ak = ag X|— a| Xk, (k<1) e e e e (1,1‘1)

erteilen, wobei die x,, Variabelen sind, welche nicht gleichzeitig den Wert Null annehmen.
Im allgemeinen wird A3 die X in einer Ebene schneiden, Es wird aber A3 ganz in 2g
enthalten sein, wenn

2 okl (ax x;—a; xk) =0,
K<i

oder

Zoapar=0, « s s » s s « (i3

k,1

identisch in den x ;. Dann miissen aber die fiinf Gleichungen:

Zk'a"’akzo, (l=0,1,2,3,4, : . . . . (1,16)

erfiillt sein. Diese Gleichungen haben wegen der iiber den Rang der Matrix (1,13) ge-
machten Voraussetzung genau eine nicht-triviale Losung und man rechnet leicht nach,
dasz vermdge der iiber die Koeffizienten gemachten Festsetzungen fiir die a; die Ausdriicke

a; = akl qmn | gkm gnl | gkn gtm (1, 17)

genommen werden konnen. Dabei durchlaufen (i, k, I, m, n) wiederum die geraden
Permutationen der Zahlen (0, 1,2, 3,4). Wir werden die Matrix (1,13) als die zu der
Hyperebene (1,12) gehorige Matrix bezeichnen. Es besteht der Satz:
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13. Wenn die zu einer Hyperebene X gehérige Matrix den Rang 4 hat, gibt es genau
einen Raum A3z der in Zg enthalten ist.
Wir folgern daraus, dasz unendlich viele .3 in einer Tangentialhyperebene liegen, da

schon ool dieser Rdume in jedem der beriihrenden Z; liegen, welche in der Hyperebene
enthalten sind. Dann musz aber wegen der schiefen Symmetrie der Matrix deren Rang 2
betragen und daraus geht hervor, dasz die Ausdriicke (1,17) samtlich verschwinden.
Man kann dann aber die Zahlen ak!, (k <1), als die Hyperebenekoordinaten einer
Ebene von Sy auffassen, welche der Tangentialhyperebene zugeordnet ist. Wir erkennen
daraus:

14. Die Ebenen von Sy korrespondieren umkehrbar eindeutig mit den Tangentialhyper-
ebenen von Q2 in ZXy. Inzidenz von Gerade und Ebene in Sy ist gleichbedeutend mit
Inzidenz von Bildpunkt und zugeordneter Tangentialhyperebene in Z9. Es besteht voll-
standige Dualitat zwischen den Punkten und den Tangentialhyperebenen von £.

Wir kénnen von diesem Satz sofort eine Anwendung geben. Durch duale Uebertragung
erfolgt aus dem Satz 4, dasz es lineare Systeme von oo? Tangentialhyperebenen gibt,
wobei jedes System aus denjenigen Hyperebenen besteht, welche den Ebenen einer im Sy
liegenden S3 zugeordnet sind. Die o3 Tangentialhyperebenen eines solchen Systems

haben einen 5-dimensionalen Raum 2; gemeinsam. Die Schnittmannigfaltigkeit von

diesem Z; mit 2 besteht aus den Bildpunkten der Geraden von Sy, die in einem Ss
enthalten sind, also der Geraden eines Gebildes [2, 3]; denn diese sind ja die Geraden,
welche mit allen Ebenen von Sj3 inzident sind. Daraus erhellt, dasz die Mannigfaltigkeit
die Dimension 4 und wegen g (2, 3) = 2 den Grad 2 hat. Man ersieht weiter ohne Miihe,
dasz diese quadratische Mannigfaltigkeit nicht singular ist; sie ist die bekannte KLEINsche
Mannigfaltigkeit. Man zeigt umgekehrt in entsprechender Weise, dasz jede KLEINsche
Mannigfaltigkeit auf £ als Durchschnitt von £ mit einem X5 erhalten wird, welcher
einem linearen System von o3 Tangentialhyperebenen gemeinsam ist. Es gilt nun folgen-
der Satz:

15. Durch ein nicht auf Q liegender Punkt geht genau ein 5-dimensionaler Raum,
welcher Q in einer KLEINschen Mannigfaltigkeit schneidet.

Die Richtigkeit dieses Satzes geht durch duale Uebertragung aus dem Satz 13 hervor.

Wir wollen nun beweisen, dasz jede 4-dimensionale quadratische Mannigfaltigkeit auf
£ eine KLEINsche Mannigfaltigkeit ist. Es sei 25 der Raum, zu dem eine solche Mannig-
faltigkeit .Qf gehért 11), In diesem S5 nehmen wir einen Punkt a, der nicht auf 93 liegt.
Aus dem soeben genannten Satz folgt, dasz es durch « einen E; gibt, welcher 2 in
einer KLEINschen Mannigfaltigkeit schneidet. Wenn diese nicht die Qi wire, dann
wiirden X5 und 2; nicht zusammenfallen, Es gabe daher in 25 durch o eine Gerade,
welche mit 2 zwei Punkte gemeinsam hitte und nicht in & ; lage; dadurch wire aufs neue

ein den Punkt a enthaltender E; bestimmt, der 2 in einer KLEINschen Mannigfaltigkeit
schneidet. Denn zwei Punkte auf £, die nicht auf derselben £ angehérigen Geraden liegen
sind die Bildpunkte zweier windschiefen Geraden in S4 und diese bestimmen ein Gebilde
[2, 3]. Damit hitten wir zwei Ss durch a gefunden, welche @ je in einer KLEINschen
Mannigfaltigkeit schneiden, im Widerspruch zu Satz 15. Wir kénnen das Ergebnis folgen-
dermaszen zusammenfassen:

16. Den Geradengebilden [2,3] in S4 sind die zu Q2 gehérigen quadratischen 4-dimen-
sionalen Mannigfaltigkeiten umkehrbar eindeutig zugeordnet, Durch irgendeinen nicht auf

L liegenden Punkt geht genau ein 5-dimensionaler Raum = ; welcher 2 in einer 4-dimen-
sionalen quadratischen Mannigfaltigkeit schneidet.

11)  Der Fall, dasz .Qf aus einer doppeltziahlenden X4 besteht, scheidet offenbar mit
Riicksicht auf Satz 6 sofort aus.



