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BOEKDRUKKERIJ VAN J, B. WOLTERS

Epererooracereare HEegrEny CuratoreN, Hoog-
GeELERRDE HEEREN ProressoreN, Daves v Hreres
LecroreN, PrIvaaT-DoCENTEN EN STUDENTEN DEZER
UnNtvERSITEIT,

Ex  verpEr ArrENy, DIE M DE EER UWER
TEGENWOORDIGHEID GUNT,

(GEWAARDEERDE TOEHOORDERS !

Een weldoorwerkt leerboek pleegt aan te vangen met eene
omschrijving van het eigenlijke onderwerp der te behandelen
wetenschap, met eene tot de kern gaande bepaling van haar
wezen, met eene afbakening harer grenzen.

Ik stel mij voor, dat wie zulk een bepaling stelt, daartoe
al de scherpte zijner bezinning, al de kracht van zijn taal, al
de plooibaarheid van zijn stijl zal oproepen. Door eene wel-
overwogen toevoeging of weglating toch kan hij kleur bekennen
in den strijd van richtingen en scholen, door eene welgekozen
wending voorbehoud treffen en beslissingen ontwijken, die wel-
licht in de toekomst zijne formule aantastbaar zouden maken.
En heeft deze ten laatste haar vaste lijn gevonden, dan ziet
hij in gedachte den begrijpenden hoofdknik van den geestver-
want, die juist daar, waar hij het wilde, goedkeurend beaamt,
maar ook de gefronste wenkbrauw van den wetenschappelijk
andersdenkende, die juist daar, waar hij het verwachtte, mis-
prijzend samentrekt.

Ik stel mij echter voor, dat deze den kenner aldus tot bijval
of afkeuring voerende fijnheden en schakeeringen den aan-
vangenden leerling vrij onaandoenlijk zullen vinden. Tegenover
de erin saamgetrokken bezinning stelt deze nog zijne onbe-
zonnen argeloosheid, die de vraag stelt of het maar niet wat
geleerde breedsprakigheid is, eene bepaling te willen geven
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van het in den regel door den maam eener wetenschap reeds
onmiskenbaar aangewezen onderwerp en allicht slaat hij de
inleidende bladzijden wat vluchtig om, uitziende tot zijn voor-
lichter ter zake komt.

Dat de naam meetkunde oneigenlijk -en misleidend is, dat de
kunst van het meten niet thuis behoort bij den meetkundige
als zoodanig, maar bij sterrekundige en zeevaarder, physicus
en ingenieur, landmeter en ijker, om van vele ‘anderen  te
zwijgen, weet ook wel de meest naieve. Maar ook als wij het
woord meetkunde beschouwen als door het taalgebruik gewettigd
in plaats van het begripszuiverder woord ruimieleer, wat is
van deze leer het object?

Fen antwoord als wij verlangen, niet terloops, doch met
opzettelijk overleg gegeven, kunnen wij op eigen bodem uit bij
vitnemendheid deskundigen en bevoegden mond vernemen. In
zijne toespraak , Het Wezen der Meetkunde” in 1909 te Amsterdam
gehouden, formuleert onze landgenoot L. K. J. Brouwer:

Meethunde houdt zich bexig met de eigenschappen van ruimien
van een of meer dimensies. In het bijzonder onderzoekt en
dlassificeert wij de n die ruimten mogeljke puntverzamelingen,

transformaties en transformatiegroepen, en deze bepaling willen

wij, hare toelichting gehoord, als de voor het huidig standpunt
der wetenschap scherpste en beste gaarne aanvaarden.

Denken wij ons nu eens deze zelfde bepaling, van die toe-
lichting geheel losgemaakt, geboden aan den begaafden, maar
nog onkundigen beginneling of wel aan die vage persoonlijkheid,
voor wien in onze dagen zoovele boekdeelen worden geschreven
en voordrachten gehouden, den man uit het jontwikkeld publiek”
den zoogenaamden ,beschaafden leek”, ja zelfs aan den in
wetenschappelijk denken, maar op ander terrein, volkomen
geschoolden geleerde — in welken gedachtengang zullen hare
beide korte phrasen deze drie sturen, welken begeleidenden
gevoelstoon zullen zij opwekken?

Haar tweede gedeelte zal, desnoods na eenige opheldering
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omtrent de erin voorkomende vaktermen, zonder bezwaar, maar
ook zonder emotie worden aangenomen. Als wij verzekeren, dat
onder puntverzamelingen hier voornamelijk zulke dingen worden
verstaan als rechte en kromme lijnen, platte en gebogen
oppervlakken, dingen welke juist de naieve voorstelling gewillig
als bijv. bij beweging doorloopen verzamelingen van punten
erkent; als wij verder een uurtje besteden aan eene licht
bevattelijke en aanschouwelijke verklaring van wat met meet-
kundige transformaties en transformatiegroepen wordt bedoeld,
dan zuallen onze drie proefobjecten eenstemmig verklaren, dat
zij juist dat en niets anders van de meetkunde hadden verwacht
en achter haar hadden gezocht en zeer verbaasd zouden zij
zijn te vernemen, dat het zd6, zoo schijnbaar eenvoudig en
natuurlijk, toch geenszins 1s gemeend.

Het eerste deel echter zal niet nalaten hen tot tweemalen
te bevreemden en te prikkelen.

Vooreerst door den meervoudsvorm van het woord ruimte

en dan door de afwezigheid eener beperking van dimensietal
tot drie.
. Achter dat meervoud doemen spooksels op, wier aanblik het
argeloos in leege ruimte schouwend oog met onrust vervult: de
niet-Euclidische ruimtevormen van LoBATSCHEWSKY en RImMANN
met hunne wonderlijk schijnende maatwetten, of reeds de minder
verzet ontmoetende, doch feitelijk vreemdsoortiger, projectieve
ruimte, waarin maat nog ontbreekt en de begrippen klein en
groot aan de naar steunsel tastende handen ontglippen.

En in de dreigende verhooging van het afmetingental openen
zich bodemlooze afgronden, voor het zoogenaamd natuurljk
inzicht vol duistere verschrikking.

Laten wij hopen, dat bij den door ons gedachten leerling de
aanvankelijke bevreemding tot leergierigheid en studie moge
voeren, zoodat de aanvankelijke argwaan in kennis en geestdrift
moge verkeeren. ‘

De ervaring leert, dat bij den leek, die dit wil blijven, de
geprikkelde mnieuwsgierigheid snel wordt tot verwarring, tot
duizeling, afmatting en teleurstelling. De wiskunde, die ten
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tijde van Euclides geen afzonderlijken weg kende voor koningen,

kent er, University—el;i‘tension ten spijt, heden ten dage evenmin

een voor leeken.

En onze derde man, de geleerde, wiens denken wel geslepen
is, maar de scherpte keert naar andere zijden?

De ervaring leert weder, dat voorzoover hij zich niet onver-
schillig afwendt, verkiezend zich te houden hij eigen leest, het
beste wat van hem kan worden verkregen is zekere sport-
broederlijke waardeering van de stoutmoedigheid, waarmede
wiskundigen zich wagen in zulk een nevel, van de behendig-
heid en zekerheid, waarmede zij evolueeren op zulk een terrein.
Doch de keuze daarvan blijft hem een gril en een dwaasheid
en wekt zijn spot en zijn wrevel, een wrevel, zooals ook In
Borranp’s ,Aanschouwing en Verstand” tot gloedvolle en wel-
sprekende uiting komt.

Dien wrevel hebben de wiskundigen sinds lang gelaten
leeren dragen, een enkele maal als heilzame bestraffing voor
onvoorzichtigheden en transcendenties, in het eigen kamp gepleegd,
doorgaans echter als uitvloeisel van een schinbaar onver-
mijdelijk, maar daarom niet minder afschuwelijk misverstand.

Pogingen om dit misverstand op te helderen zijn gedoemd
tot hopeloosheid, zoolang zij zich alleen richten tegen het der
meetkunde aangewreven verwijt van ongeoorloofde gebiedsuit-
breiding ; het geldt ditmaal voor haar niet de aanspraak op
enkele, zij het ook vruchtbare en uitgestrekte, grensgewesten,
op een paar betwiste hoofdstukken, maar een bittere kamp om
de kern van haar gebied, om haar bestaansrecht zelf.

Waar ligt die kern in de door ons overgenomen bepaling?
Zij ligt besloten in een enkel woord, als omschuldig uitziend
woordbestanddeel verscholen juist in dat tweede gedeelte dier
bepaling, dat wij door onze jury als geen aanstoot gevend bij
eenvoudigen hamerslag aanvaard dachten.

Er is daar sprake van pumiverzamelingen, dus van punfen —
welnu, wat zijn dat?
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700 bloemrijke taal geduld werd van zimne lippen, zou de

. meetkundige kunnen antwoorden, dat het punt ‘voor hem is

wat de cel is voor den bioloog en de woordstam voor den
taalvorscher, het atoom voor den scheikundige of de paragraaf
voor den jurist. Maar juist hij onder de broederen derft het
recht in analogieén te denken en beeldspraak geldt voor kwade
trouw in zijnen mond.

Te goeder trouw heeft hij door alle eeuwen heen tot in de
jongste, een beroep doende op de welwillendheid zijner mede-
menschen en op hun onbevangen voorstellingszin, gemeend het
goed Techt op xjn atoom te bepleiten door dit aan te zlen
als ,plaats zonder afmeting” of ook als ,uiteinde eener lijn” of
als ,grens van twee harer deelen”, aldus de moeilijkheid verjagend
naar de lijnaanschouwing, vanwaar zij vlucht naar de vlak-
voorstelling, om rust te vinden in de deelbaarheidsillusie der
ruimte — der driedimensionale natuurlijk, wij willen niet zoo
wreed zijn door verdere toespeling de ontzettende gedachte aan
heropening der meedoogenlooze drijfjacht te wekken.

Tegen de verstandelijke holheid dezer aanschouwelijke methoden
is reeds van oudsher van wijsgeerige zijde verzet aangeteekend:
in het reeds aangehaalde ,Aanschouwing en Verstand” wordt
dit verzet, opnieuw en als voorgoed, uit het beste staal onzer
moedertaal in vorm gesmeed, wordt ons ontwrongen, dat het
onzinnig is, de zinlijke ruimte in punten te willen ontleden en
onzinnig, uit het verkregen gewaande punt door beweging lijn,
vlak en ruimte redelijk te willen herscheppen. Voor school en
leven, voor leerling en leek, moge de aanschouwelijke bepalings-
wijze hare paedagogische waarde handhaven, voor de weten-
schap is ze verworpen. ‘

Toch is dit niet geschied wegens het wijsgeerig verzet, de
bekeering was niet het gevolg van vreemde prediking, maar
van een gansch andere vertoogende stem in het eigen binnenste.

Het is gebleken, dat de voorstelling ten eenenmale te kort
schiet in het verbeelden van begrenzingswijzen, verstandelijk
toch scherp bepaalbaar, gebleken, dat vlakgebied en ruimtedeel
begrippen zijn, voor de nafeve zinlijkheid mnog zeer veel
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stuitender dan wijziging in maatsysteem of opvoering van
dimensietal.

‘Welk beeld ons te vormen van eene door BrRoUwER aange-
geven beranding, het oppervliak van een bol verdeelend in drie,
zegge drie, velden, welker gemeenschappelijke grens zi langs
haar gansche beloop is? En het aantal drie kan nog naar
verkiezing worden vermeerderd! Of van eene kromme van Oseoon,
die het bolvlak doet uniteenvallen in twee gebieden, welke niet-
temin tezamen dat oppervlak niet vullen?

Waar het begrip van grens de aanschouwing aldus voert
tot volslagen verbijstering, gaat het toch niet aan, zich op
grensaanschouwing te hberoepen ter verkrijging van den bouw-
steen aller meetkunde: het punt!

De ‘meetkunde, als wetenschappelijke ruimteleer, heeft dus
haar alouden grondslag, den zich als intuitief voordoenden
ruintezin, als én te eng, én te onvast geworden, verlaten en
hare werkplaatsen overgebracht op anderen hodem. Van instor-
ting, of zelfs van afbraak, was bij deze overbrenging geen
sprake, hoogstens is er wat nieuw gevoegd en gepleisterd, zijn
wat vroegere resultaten herzien en in scherpere redactie ge-
bracht. Het is alles toegegaan volgens moderne werkwijze, zonder
stoornis in den dagelijkschen dienst, of — zooals een geestig
promotor het eens uitdrukte — ,dit huis is verrold”. Arbeiders
en onderzoekers, ingespannen bezig in den ouden hoofdbouw,
kunnen dan ook, zoo ze niet eens uit de ramen naar buiten
hebben gekeken, zeer wel van het gansche geval niets hebben
bespeurd en hun werk is er niet minder om. Er kunnen er zijn,
onder de van nature behoudenden, erkende meesters niettemin,
doorkneed in het vak, die dit alles loochenen en de nieuw
opgetrokken vleugels verklaren voor luchtkasteelen, voor begoo-
chelingen, waarvan zij weigeren slachtoffer te zijn. We bedenken
toch, dat zien in dezen is een geestelijk schouwen, waartoe de
prikkel van binnen, niet van buiten komt.

De vastere bodem nu, waarop de meetkunde haar bedrijf kan
voortzetten en uitbreiden, is de leer der verzamelingen, ver-
zamelingen namelijk van elementen, van gedachtendingen,
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welker eigen, afzonderlijke aard volkomen onverschillig is. Zi
behoeven alleen herkenbaar te zijmn, terug te vinden in de
eindige of oneindige menigte, tot welker, langs verstandelijk
exacten weg te verrichten, opbouw ze eerst werden gebezigd ;
dan wel — in het andere geval — als afwezig te constateeren
in menigten, waarin ze niet eerst werden ondergebracht. Zulke
elementen nu, herkenbare symbolen zonder meer, zijn ook de
punten van den meetkundige. Zelf ordent hij die, op elgen
verantwoording, naar eigen behoefte en tot eigen gebruik op
allerlei wijzen tot ruimten en in die ruimten teekent hi aan-
schouwingsloos zijne figuren en bepaalt hij, los van natuurljk
maatvooroordeel, zijne maten.

Zoo handelend stuit hij vooralsnog binnen de grenzen van
het eigen bedrijf niet op bezwaren, hij besluit daaruit, dat zijne
daden geoorloofd zijn, ook al zouden de nieuwe grondvesten aan
hernieuwde bespiegelende ontleding opnieuw bedenkelijk voor-
komen, al zou de wijsgeer in de verzamelingenleer nieuwe
grondeloosheden peilen, al moge de psycholoog in de nadrukkelijk
gepostuleerde herkenbaarheid een zijner diepste en zwaarste
problemen herkennen.

Zal de meetkunde dus tegenover mogelijke bezwaren van
deze zijde weder hare afwachtende houding hernemen en eerst
genegen zijn haar nieuwen koers als dwaalweg te erkennen,
zoo zij zelve bespeurt vast te loopen, tegenover eene aantijging,
welke haar met schijn van recht van andere zijde bedreigt,
zal zij zich krachtig te weer stellen.

Men zou ze toch, haar, de ruimteleer, ruimte in den abstracten
zin, nu kunnen betichten van ruimteschuwheid, van ruimte-
vrees, ruimte in den intuitieven zin. '

Dit verwijt echter zal zij verontwaardigd van zich werpen.
Uit liefde tot ruimtelijken vorm geboren, kan noch wil zij hare
afkomst ooit ontrouw worden; ruimtelijk voorstellingsvermogen
is het in de eerste en Dblijft het in de voornaamste plaats, wat
zij van hare beoefenaren eischt en in hen voortdurend ont-
wikkelt, zd0, dat zich deze gave ten slotte zelfs vermag te
ontplooien in die vreemdsoortige ruimten van eigen schepping,
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waartegen zich het natuurlijk inzicht aanvankelijk zoo weer-
barstig verzette. Alleen zal zij nog scherper dan voorheen de
door deze gave voorgetooverde waarheden aan het eenig afdoend
criterium, de verstandelijke afleiding, toetsen, zal de weg door
de logische deductie tot het door de inductie als bereikbaar
voorgespiegeld doel vaak nog kronkeliger en doorniger worden.

Een ander verwijt kan der meetkunde in hare nieuwe ge-
daante naar het hoofd worden geslingerd en is haar ook
mderdaad niet gespaard gebleven.

De ruimten toch, waarin zij opereert, zijn geordende oneindige
verzamelingen van punten. Zulk eene ordening echter wordt
het gemakkelijkst verkregen met behulp van getallen, welke
in grooter of kleiner aantal, na op verschillende wijzen te treffen
verdere afspraken, onder den naam van cotrdinaten vereenigd
worden tot één samengesteld symbool, dat door zijn herkenbaar-
heid een punt aanwijst, dus ingevolge de nienwe opvatting
evengoed zelf een punt is. Het meetkundige atoom wordt daardoor
tot een vrij ingewikkeld, rekenkundig complex; de meetkunde
zelve lost zich op in een eigenaardig kapittel der rekenkunde,
zi] wordt, zoo zegt men, ,gearithmetiseerd”” en moet in eene
zuivere classificatie der wetenschappen verdwijnen.

Geheel rechtvaardig is dit gestrenge vonnis niet, evenmin is
de term: ,arithmetiseeren” geheel juist.

Kvenzeer toch als de ruimteleer heeft ook ‘de getallenleer
gezooht naar een hechteren bodem dan de onmiddelijke intuitie
~en ook zij vond dien in de theorie der verzamelingen. Sindsdien
is ook het getal geworden tot een bloot symbool, geordend
tusschen andere, dus in den volsten zin van het woord tot een
punt en zin de bewerkingen met getallen, zijn reeds de vier
hoofdbewerkingen, geworden tot transformaties der wuit die
punten gebouwde ruimten. _

De meetkunde kan dus het ontvangen verwijt met goed recht
terugkaatsen en zeggen, dat het rekenen vermeetkundigd is,
doch beter en waardiger zal het zijn beiderzijds te erkennen,
dat analyse en geometrie twee aspecten zijn eener zelfde ondeel-
bare wiskunde, twee tongvallen eener zelfde taal. Er is dan

11

geen bezwaar na deze uitdrukkelijke beginselverklaring de gebrui-
kelijke werkindeeling, niet te streng doorgevoerd, vol te houden.

Zijn aldus, van ruimer standpunt bezien, de grenzen der
meetkunde als geheel tot vage demarcaties geworden van bloot
historische en practische beteckenis, ook de afscheidingen daar-
binnen verliezen hare scherpte of moeten, om deze te kunnen
behouden, worden gewijzigd, soms geheel verlegd. Voor de
analytische en de synthetische meetkunde, voorheen vaak op
voet van oorlog, althans van gewapenden vrede, behoeft deze
bewering, juist wegens het vele reeds verschoten kruit, wel
geen hernieuwd betoog.

Doch een enkel woord moge worden gewijd aan eene her-
nieuwde grensregeling der beschrijvende meetkunde, die, neutraal
gebleven in den strijd en minder aangezien als groote mogend-
heid, aan den algemeenen ommekeer vrijwel ontsnapte,

Is er voor haar nog eene afzonderlijke plaats in de nieuwe
orde van zaken?

Haar oude rechten ontleent x5 bij uitstek aan het daad-
werkelijk leven, aan vestingbouw en architectuur; door het
haar toekomend hoofdstuk der perspectief is zij daarenboven °

een zéér verre verwant van de meest aanschouwelijke aller

uitingen van den menschelijken geest, de edele schilderkunst.
Een schrede in abstracte richting deed zij door op haar
tafereel in plaats van natuurlijke voorwerpen zuiver meetkundige
figuren te vertoonen, waarbij tevens, wat de wijze van teekenen
aangaat, het monopolie van passer en liniaal werd ingevoerd,
zoodat met het onderwerp ook de methode verredelijkt werd.
"Doch steeds bleef het leveren van een voor de aanschouwing

‘bestemd beeld hoofddoel ; houdt daarvan. zoo deze aanschouwing

vervalt, nog wel iets reden van bestaan?

Indien het antwoord bevestigend is, kan de beschrijvende
meetkunde daarbij niet anders dan winnen. Immers zij is dan
vrijgemaakt van de beperking, dat haar tafereel vlak en twee-
dimensionaal moet zijn en van de andere, dat de af te beelden
figuren moeten zin gedacht in een driedimensionale Fucli-
dische ruimte.
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En het antwoord s bevestigend. Het monopolie toch van
liniaal en passer omlijnt binnen het gebied der gansche abstracte
meetkunde een scherp begrensd hoofdstuk, het beschrijvende,
door de vraag te stellen, welke krommen, oppervlakken en
hoogere variéteiten, alsook welke oplossingen van meetkundige
problemen, beschrijfbaar zijn. Deze vraag is eene algebraische:
beschrijfbaar is eene varisteit als de codrdinaten harer punten
kunnen worden uitgedrukt in een eindig aantal wezenlijke para-
meters door middel van functién, welke geene andere irrationali-
teiten dan vierkantswortels in eindig aantal bevatten — en een
analoge definitie geldt voor de beschrijfbaarheid eener oplossing.

Is eene variéteit, bijv. eene gewone ruimtekromme, beschrijf-
baar, dan zijn dat ook alle met een algemeen punt samen-
hangende figuren, welker bepaling door berekening geene andere
algorithmen dan de rationale en het differentiéerproces zou
vergen, zooals raaklijn en osculatievlak — eene aanlokkelijke
opgave voor den intuitief meetkundige is het dan, constructie-
wijzen te ontwerpen, welke den leiband dier analyse niet
behoeven, zooals de gewone beschrijvende meetkunde die voor
eenvoudige gevallen inderdaad verschaft. De constructie wordt
nu alleen op andere wijze opgevat en vertolkt, ze is niet langer
een hulpmiddel tot verkrijging eener juiste teekening, doch tot
ontleding van het vraagstuk in eene reeks andere van ten
hoogste tweeden graad, welke ontleding door de opvolgende
constructieve bewerkingen evengoed wordt weergegeven, als
door de daarmede parallel gaande stelkundige vergelijkingen.

"~ Wint aldus de beschrijvende meetkunde door eene juist voor
haar zoo dreigend uitziende abstractie- aan verscherping en
verruiming harer grenzen, ze wint niet minder aan innerlijke
diepte en aan wetenschappelijke waarde.

In het voorgaande is geschetst, hoe eene verredelijkte opvat-
ting van haar bouwelement aan de meetkunde den onafwijsbaren
plicht oplegt, zich in hare onderzoekingen niet te beperken tot
de dusgenaamd gewone, dat wil zeggen driedimensionale en
Buclidische, ruimte.
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Thans moge nog worden betoogd, hoe de meetkundige, die
de ruimere opvatting van het ruimte-element Wwel wil aan-
vaarden, doch zich, hetzij uit behoudzucht, hetzij uit zeltbeperking,
voor zijn persoon alleen als doel zou stellen, die gewone ruimte,
maar deze dan ook 700 volledig mogelijk, te kennen, van zelve
gedwongen zou zin tot de studie der ongewone ruimtevormen,
aan welke hij meende zich te kunnen onttrekken.

In onze gewone ruimte toch zijn, door wisseling van ruimte-
element, allerlei ongewone op tal van wijzen mede aanwezig,
zoodat volledige kennis der driedimensionale meetkunde die van
allerlei andere geometrieén mede bevat. Dit inzicht, dat zich
niet dan geleidelijk en door eenige generaties heen baan bralk,
berust op de volgende overweging.

In onze ruimte laten zich meetkundige vormingen denken,
lijnen of oppervlakken of verzamelingen daarvan, ook trans-
formaties of welke meetkundige bepaaldheden ook, in eindeloos
vele verscheidenheden en soorten, zoodanig dat de exemplaren
eener s00Tt vooreerst eeme menigte vormen van de machtigheid
van het continuum, doch verder, en hierom is het eigenlijk te
doen, door hunne ligging in onze ruimte vanzelve eene wel-
bepaalde continudele ordening vertoonen, welker structuur met
die der punten eener ruimte van een of ander dimensietal en
dezen of genen aard identiek wordt bevonden.
~ Gewoonlijk wordt zulk eene identiteit weder het gemakkelijkst
herkend door eerst voor de beschouwde meetkundige objecten
in de gewone ruimte codrdinaten vast te stellen en daarna
diezelfde getallen op dezelfde wijze gecombineerd als punt-
coirdinaten te vertolken — hun aantal en hunne verbindings-
wijze bepalen dan den aard der aldus ontstaande puntenruimte.

In meer ouderwetschen spreektrant zeide men, dat de bedoelde
objecten aldus én aan één en wederzijds zonder overschot
waren afgebeeld of betrokken op de punten dier tweede, vaak

ongewoon uitvallende, ruimte en reeds daardoor werd feitelijk

de studie dier tweede ruimtesoort verplicht gesteld.
In de nieuwere spreekwijze echter zal men het beeld tot
werkelijkheid moeten verklaren, de meetkundige objecten toch,
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waarover het gaat, voldoen aan de beide eischen van indivi-
dudele herkenbaarheid en van onderlinge continuéele rang-
schikking, zij zgn dus.punten, die eene ruimte vormen.

Een paar voorbeelden zullen een en ander verduidelijken.

Het oudste en eenvoudigste is wel dat, geboden door de
rechte lijnen van het projectieve platte vlak. Deze vormen eene
projectieve tweedimensionale ruimte, dat wil zeggen, ze zijn
onderling te ordenen op eene wijze, geheel overeenkomstig met
de ordening der punten van hetzelfde vlak, een feit, dat onder
den naam van dualisme welbekend is en reeds op zeer elementair
standpunt kan worden ingezien en tot tweezinnige vertolking
van projectieve eigenschappen in het platte vlak gebezigd.

Op dezelfde wijze vormen de platte vlakken der driedimen-
sionale projectieve ruimte weder zulk eene ruimte en dit dualisme
laat zich onbepaald voortzetten. ’

Toch zijn deze eenvoudige voorbeelden niet de meest geschikte.

Vooreerst toch gelden ze alleen in de projectieve ruimten, en,
zooals wij reeds opmerkten, schuilt in deze door de normaal-
verklaring, dus de opheffing, van het oneindig verre eene
onnatuurlijkheid, die wel reeds door juniores gereedelijk pleegt
te worden geslikt en logisch volkomen verantwoord is, doch
niettemin zeer diep gaat.

Ten tweede echter voert het gewone dualisme niet tot hooger
afmetingental, een Platlander zou door de studie zijner rechte
lijnen niet worden opgevoerd tot de duizelingwekkendheden
der driedimensionaliteit, daartoe zou eerst de beschouwing al
zijner cirkels hem leiden. '

Het tweede bezwaar kleeft niet aan de verzameling der
rechte lijnen eener driedimensionale projectieve ruimte, het af-
metingental dier verzameling bedraagt toch vier. Nu doet zich
echter eene andere moeilijkheid voor. Het is namelijk niet
doenlijk door homogene codrdinaten ten getale van vijf die
rechten afdoende aan te wijzen, dit gelukt eerst door de naar
Priicker genoemde cobrdinaten ten getale van zes. Dat zestal
is dan uit den aard niet wezenlijk, ze zijn onderling verbonden
door eene betrekking en wel van den tweeden graad; is deze
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niet vervuld, dan wordt ook geene lijn voorgesteld. Fen stelsel

‘van zes homogene cotrdinaten beschrijft echter eene projectieve

vijfdimensionale ruimte, de vereischte tweedegraa'dsbetrekking
bepaalt daarin eene gebogen vierdimensionale vorming en alleen
de punten dezer vorming zijn op onze rechten te betrekken.
Die rechten vormen op deze wijze eene gebogen ruimte, welke
als diktelooze grenswand zweeft tusschen twee gebieden eener
hoogere, die zelve ledig zijn en van beteekenis ontbloot.

En het bezwaar, dat de beschouwde rechtenverzameling pro-
jectief, dus onnatuurlijk is, blijft onverminderd bestaan.

Beide gebreken nu kunnen tegelijkertijd worden verholpen en
daardoor wordt, een het eerst door Krery aangegeven gedachten-
gang vervolgend, een voorbeeld verschaft, dat in onze gewone, in
de Euclidische driedimensionale ruimte, voert tot eene niet-Kucli-
dische vijfdimensionale. Daartoe hebben wij als bouwelement,
als atoom, te beschouwen eene meetkundige bepaaldheid, die in
allerlei gestalten kan optreden, waarvan het begrip van allerlei
unitgangspunt kan worden ontwikkeld en die zich ook onder
meer dan eene benaming aanmeldt; van die namen bezigen
wij den kortsten, door Barr gekozen, den naam van schroef.

Door deze keuze is tevens aan een tweetal bepaalde begrips-
ontwikkelingen de voorkeur geschonken, namelijk aan die uit
de bewegingsleer der vaste lichamen, uit de kinematica, en aan
die uit de leer der krachtenstelsels, de statica; van deze beide
kiezen wij nader de eerste.

Wij denken ons dus onze ruimte als rigide en in haar geheel
aan beweging onderworpen.

Het is bekend, dat, hoe ingewikkeld deze beweging ook zij,
de snelheden van alle punten der ruimte op elk oogenblik in
richting en grootte volkomen zullen samenvallen met die eener
voor dat oogenblik ondubbelzinnig bepaalde schroefbeweging,
eener wenteling om eene voor dat oogenblik vaste as gepaard
met verschuiving in de richting dier as. Om dezelfde schroefas
kunnen nog oneindig vele andere schroefbewegingen aan alle
punten snelheden mededeelen, welke weél in richting met de
vorige overeenstemmen, doch niet in grootte, die grootten worden
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dan alle tegelijk evenredig gewijzigd. Onder eene schroef ver-
staat men nu het gemeenschappelijjke van zulk een stelsel
schroefbewegingen, eene schroef is dus bepaald door hare as
“en eene vaste verhouding van translatie- en rotatiesnelheid, den
radialen spoed, elke schroef kan oneindig vele schroefbewegingen
dragen, welke onderling alleen in intensiteit verschillen.

Daar bij eenmaal gekozen as de radiale spoed nog alle
waarden aannemen kan en daarbiy onderling verschillende
schroeven behooren, terwijl ook twee schroeven met verschil-
lende as nimmer identick kunnen zijn, is de verzameling aller
schroeven één hooger in dimensietal dan die aller assen — de
lijnenruimte was vierledig, de schroevenruimte is dus vijfledig.

Dat deze vijfdimensionale ruimte plat en projectief is, bljkt
weder dadelijk uit het feit dat men alle schroeven afdoende
kan aanduiden door zes wezenlijke homogene cotrdinaten; elk
willekeurig tweetal schroeven bepaalt dus eene eenledig conti-
nuéele reeks van schroeven, bepaalt eene schroevenrechte, zooals
dat ook kinematisch, in onze ruimte blijvend, onmiddellijk
wordt ingezien. Immers elk tweetal schroefbewegingen kan
worden saamgesteld, dat wil zeggen er kan eene derde schroef-
beweging worden aangegeven, welke aan elk punt der rigide
ruimte juist die snelheid mededeelt, welke de resultante is van
de beide snelheden, die door de afzonderlijke componeerende
schroefhewegingen zouden worden veroorzaakt. Ieeft men dus
twee schroeven, dan kan men deze elk eene schroefbeweging
doen dragen, en daarbij de verhouding harer beide intensiteiten
alle waarden der gansche continuéele getallenreeks doen aan-
nemen. Bij elke verhouding behoort dan, door evenredige ver-
andering beider intensiteiten tegelijk, cene serie resulteerende
schroefbewegingen, alleen in intensiteit verschillend, behoort
dus juist weer ééne schroef en al de zoo verkrijgbare schroeven
vormen het verlangde eenledige continuum, dat unit elk ander
erin gekozen paar op gelijke wijze zou kunnen worden opgebouwd.

Uit drie niet in éene schroevenrechte gekozen schroeven
ontstaat evenzoo door belegging met intensiteiten in alle denk-
bare verhoudingen en samenstelling een plat schroevenvlak,
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het eenige, dat de drie gegeven schroeven bevat; door vier
algemeen gelegen schroeven gaat éene schroevenruimte, en zoo
nog eens, tot op zes algemeen gelegen schroeven elke nicuwe
kan worden onthonden, waarmede de volle, projectieve, platte,
vijfdimensionale schroevenruimte weder is bereikt.

Kiest men om dezelfde as twee verschillende, dat is dan
alleen in spoed verschillende, schroeven, dan is het kinema-
tisch duidelijk dat alle door samenstelling te verkrijgen schroeven
weder diezelfde as zullen bezitten, de schroeven om éene as
vormen dus een in onze ruimte bijzonder gekozen doch gemak-
kelijk voor te stellen voorbeeld eener schroevenrechte.

Onder deze schroeven komen echter noodzakelijk en immer
twee bijzondere voor. Immers men kan door regeling der inten-
siteiten bij de samenstelling zorg dragen, dat de translaties
elkaar opheffen, waardoor eene zuivere rotatie om de as over-
blijft; maar 66k, dat de rotaties elkander tegengesteld zijn,
waardoor eene zuivere translatie resulteert. Translatie en rotatie
wijzen dus op onze bijzondere schroevenrechte twee verschil-
lende punten aan, die haar gansche continuéele beloop verdeelen
in twee gescheiden segmenten en de vraag ligt voor de hand
of de schroeven van het eene segment ook wezenlijk onder-
scheiden zijn van die van het andere. Kinematisch overleg
geeft weder onmiddelijk antwoord: die van het eene segment
ziin de rechtsche, als kurketrekker en wijnrank, die van het
andere de linksche, als' de hop.

Het was trouwens bij voorbaat te verwachten, dat wente-
lingen en verschuivingen zouden moeten voorkomen in de ver-
zameling aller denkbare momentane bewegingstoestanden —
wij willen nog vermelden, dat de verschuivingen op goeden
grond als bijzondere gevallen van wentelingen kunnen worden
aangezien en onder deze opgenomen.

In de schroevenrunimte zweeft dus de verzameling der rotaties
als een grenswand, welke het gebied der rechtsche schroeven
scheidt van dat der linksche en wel zoo, dat eene rechte schroe-
venlyn van de boven gebezigde bijzondere soort dien wand in

twee punten moet snijden. Onderzoekt men de meer algemeene
2
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schroevenreehte, welker schroeven niet dezelfde as bezitten, dan
blijkt eveneens, dat ze den wand in twee punten snijdt, die
in 't algemeen beide rotaties aanwijzen — alleen kan het zich
voordoen, dat die beide punten samenvallen of niet retel bestaan,
doch bij berekening blijken toegevoegd ‘complex te zijn.

Onze voorstelling der vijfdimensionale schroevenruimte wordt
nu reeds vollediger, we zien ze in twee gebieden gescheiden
door een wand van rotaties, inclusief translaties, die door elke
rechte in twee punten, refel, samenvallend of imaginair, wordt
gesneden, deze wand moet dus eene vierdimensionale vorming
van den tweeden graad zin.

Die vierdimensionaliteit echter hadden wij ook vooraf kunnen
voorspellen. Alle rotaties toch zijn, daar hare intensiteit geene
ol speelt, eenduidig te betrekken op alle denkbare rotatie-assen,
dat is op alle rechten onzer ruimte — nemen wij de transla-
ties mede op, dan moeten die assen ook oneindig ver kunnen
liggen en verkrijgen wij de verzameling aller rechten der
projectieve drieledige ruimte. Deze verzameling echter konden
wij als vierledig en quadratisch gebogen opvatten, de holle
gebieden, welke zij vaneen scheidde echter, hebben wij thans
gevuld, en wel met onze schroeven. '

Daarbij, het moge met den meesten nadruk worden herhaald,
komt nu hoegenaamd niets onnatuurlijks of buitenissigs meer
voor; elk punt onzer ruimte, waar ook gekozen, hetzij in den
wand, hetzij aan de eene of aan de andere zijde, is iets, dat
ook de meest verstokte of fanaticke Euclidische driedimensio-
nalist zal hebben te aanvaarden: eene rigide bewegingsmoge-
ligkheid zijner eigene ruimte, eene rechtsche of linksche schroef,
eene rotatie-as of eene translatierichting. ‘

Geeft hij eenmaal dezen vinger, dan moet de hand volgen.

Als het ons goeddunkt, in de schroevenruimte de vreemdst
gekrulde meetkundige plaatsen te ontwerpen en hunme eigen-
schappen op te sporen en te formuleeren, zal hij deze alle als
ook van zijn standpunt natuurlijke realiteiten hebben te aan-
vaarden; indien geometrische bepaaldheden van welken aard
ook, in de schroevenruimte gedacht, blijken ruimten van hooger
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dimensietal te vormen, kan hij ook deze niet loochenen; als
het mogelijk is — en die mogelijkheid wordt in.eene verhan-
deling van ZINDLER uitvoerig aangetoond — door herhaling
van dit proces elk gewenscht aantal afmetingen te bereiken,
heeft hij geen anderen uitweg, dan noodgedrongen dat alles
als ook voor hem bestaande te erkennen.

Dat de opvolgende punten hierbij eeme steeds sterker gecom-
pliceerde natuur erlangen, mag den meetkundige vooreerst niet
afschrikken, en is bovendien oneigenlijk gedacht: de gecom-
pliceerdheid is alleen relatief ten opzichte van andere dingen,
de punten der in onze synthese voorafgegane ruimten, en deze
relatie 1s volkomen wederzijdsch, ze kan evengoed in omge-
keerden zin worden vertolkt, zoodat bij voorbeeld het punt
onzer ruimte tot een vrij gecompliceerde verschijning in de
schroevenruimte wordt, namelijk tot de verzameling van al
die in den grenswand gelegen punten, welke rotaties in onze
ruimte voorstellen, waarvan de assen juist door het bedoelde
punt gaan. Zulk eene verzameling is echter noodzakelijk een
plat schroevenvlak, waarvan alle schroeven rotaties zijn, immers
uit drie om door een punt gaande assen gegeven rotaties kan
men door wisseling van intensiteit elke andere om zulk eene
as samenstellen. Indien men dan ook in de schroevenruimte
de menigte, door die bijzondere schroevenvlakken gevormd,
onderzoekt, vindt men de structuur onzer gewone ruimte terug en
zijn daarmede die vlakken tevens weder tot punten geworden.

Tot zulk eene wisseling van ruimte-element moet het meet-
kundig onderzoek steeds bereid zijn, zij geeft lenigheid aan de
voorstellingsgave en verruimt de werkingssfeer aller resultaten,
zooals wij dat nog door eene nadere bespreking onzer schroeven-
ruimte bevestigd zullen zien. ‘

Tot nu toe bepaalden wij in die ruimte geene maat, we
willen thans daartoe overgaan, dat wil zeggen, wij willen
aantoonen dat door een willekeurig gegeven schroevenpaar
eene grootheid mede bepaald is, welke met even goed recht
den naam afstand verdient als de natuurlijke afstand van twee
punten der gewone ruimte.
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Inderdaad is voor zulk eene, echter niet-Euclidisch uitvallende

maatbepaling in den quadratisch gebogen wand van rotaties

al het noodige aanwezig: de afstand van twee schroeven is
de logarithme der dubbelverhouding van het viertal, door deze
twee en het snijpuntenpaar van de erdoor bepaalde rechte met
den wand gevormd.

Laat ons de consequenties van dit maatstelsel, die weder de
verstoktste - aanhanger van het apriorisme der gewone drie-
ruimte zonder voorbehoud zal hebben te aanvaarden, althans
een eind weegs indenken.

Indien men den afstand van twee algemeen gelegen rechtsche
schroeven als redel opvat, hebben ook twee linksche redelen
afstand ; eene rechtsche heeft tot eene linksche schroef imagi-
nairen afstand, de afstand eener echte schroef tot eene rotatie
of translatie is oneindig groot; in de gemeten schroevenruimte
is dus ook het oneindig verre tastbaar en aanwijsbaar.

De maten zijn invariant voor de vijftienledige groep aller
projectieve transformaties, die de quadratische vorming der
rotaties in zich zelf doen overgaan, dat is, 1n onze punten-
ruimte, voor de vijftienledige groep aller projectieve trans-
formaties, zonder beperking.

In een plat schroevenvlak kan het oneindige naar gelang
van den gekozen stand reéel of imaginair of ontaard uitvallen;
de vlakke elliptische, zoowel als de hyperbolische meetkunden

van Rmmany en Loparscrewsky vinden dus, met parabolische

overgangsvormen, in het schroevenvlak tastbaarheid en natuur-
lijkheid en datzelfde geldt voor vlakke schroevenruimten tot
en met vijf dimensies.

Drie schroeven bepalen een driehoek met niet-Kuclidischen
inhoud, voor welken eene niet-Euclidische trigonometrie niet
alleen geldigheid, maar ook tastbaren, natuurlijken zin heeft
en hetzelfde geldt voor schroefviervlakken en schroefsimplexen
in nog twee hoogere rangen.

Men kan niet-RHuclidische schroevencirkels, bollen en hyper-
sferen, in hunne verschillende soorten, als het ware in handen
nemen om ze te bezichtigen, men kan in één woord, hetzy
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redeneerend, hetzij rekenend, hetzij construeerend, de oplossing van
elk probleem der niet-Euclidische meetkunde tot in vijf afmetingen
door nmatuurlijke aanschouwselen verzinlijken en begeleiden.

Ten slotte nog een vraagpunt.

Heeft dit alles nut?

Niet zonder leedvermaak vatte BoLLanp, in het reeds twee-
maal met waardeering van vorm en inhoud beide door mij
aangehaalde werkje, zijn oordeel over de absolute meetkunde
samen in de zinsnede: ,Edoch, de absolute meetkunde heeft
,weinig nut, en is tot dusverre in hoofdzaak slechts aan
,phantasterijen bevorderlijk geweest.”

Niet zonder bedoeling kozen wij heden als voorbeeld uit vele
andere de schroevenruimte en leidden de schroef in, niet in
haar meer meetkundig gewaad, als lineair complex of als
nulsysteem, doch in haar kinematisch kleed, als bewegings-
schroef, terwijl wij vermeldden, dat zij op analoge wijze in
statische vertolking als krachtschroef had kunnen worden
opgevat, iets, dat hen, die in de mechanica het dualisme van
bewegingstoestanden en krachtenstelsels opmerkten, niet vreemd
kan voorkomen.

Dieper gaande kennis nmu der leer van beweging en kracht
wordt gemeenlijk als nuttig aangezien, de werktuigkunde wordt,
schoon ietwat argwanend, nog toegelaten zelfs door hen, die
de zuivere wiskunde een tamelijk onvoordeelig tijdverdrijf
achten, en achter haar mechanistisch mom krijgt nu waarlijk -
de niet-Euclidische vijfdimensionale meetkunde een kansje!

Toch meenen wij voor de studie onzer keuze in geenen deele
met deze argumentatie den toegangsprijs te betalen.

Een servituut van nuttigheid, dat velen der meetkunde zouden
willen zien opgelegd, zal deze, blijkens den ijver en de geest-
drift, waarmede zij vraagstukken onderneemt, welker oplossing
bij geene denkmogelijkheid ooit of immer het geringste spoor
van nuttigheidsrendement zou kunnen hebben, niet erkennen.

Ofschoon zeer zeker in practische behoefte haar eerste oor-
sprong gelegen was, ofschoon zij zeer zeker in de leerschool
van het materidele leven is opgegroeid en groot geworden en
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ook in heden en toekomst genmegen is in de toepassing den
prikkel tot nieuwen arbeid te” zoeken, ofschoon zij verscheiden-
heid van geestesgaven en veelzijdigheid bij hare jongeren
waardeert en dus ook gaarne ziet, dat diegenen onder hen,
wier aanleg daartoe drijft, zich aan problemen, door het mate-
ridele leven gesteld, in volle overgave wijden, zijn toch daad-
werkelijk nut en mogelijke toepasbaarheid in haar bedrijf
waardevolle bijproducten, niets meer en ook niets minder.

Op den ouden stam, die zijne wortels moet blijven uitstrekken in
den bodem van het empiristische en physieke, daarin stean vindend
en daaruit voedsel behoevend, is eene loot geént van idefeler
natuur en het is deze, die geur en adel verleent aan de vruchten.

Men pleegt te zeggen, dat de wiskunde de waarheid zoekt
en men pleegt hare uitkomsten als toonbeelden van mensche-
lijkerwijze bereikbare juistheid en redelijkheid voor te houden.

Het komt mij voor, dat hiermede van de waarheid slechts
een deel is uitgesproken.

Als wij de bewondering ontleden, die wij gevoelen bij kennis-
name van den besten arbeid onzer beste meesters, zullen wij
bevinden, dat die niet in de eerste plaats evenredig is aan
den oogst van nieuwe uitkomsten, doch gewekt wordt door de
wijze, waarop deze kon worden ingehaald, door de scheppende
en vormende phantasie, koen en alles durvend, niettemin koel,
critisch en door strenge tucht gebreideld en slechts zéér zelden
in, dan te recht gehekelde, phantasterijen uitspattend.

Door deze alle goed wiskundig werk kenmerkende phantasie
en door de in alle wiskundige emotie onmiskenbaar aanwezige
elementen van aesthetischen aard nadert de wiskunde tot de rij
der vrije kunsten, dient zij, naar haren aard, ook het schoone.

Als de kunstenaar, wordt de wiskundige geprikkeld door te
groote bezorgdheid om zijn nuttig rendement; als de kunstenaar
acht hij elk onderwerp zijner waardig, dat hem gelegenheid
biedt de hem eigene gaven te ontplooien en te ontwikkelen en
waardoor hij meent hem verwante geesten in medetrilling te
kunnen brengen, al zij dit onderwerp ook de abstracte, de

-absolute ruimteleer. |
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(3ROOTEDELACHTBARE HEEREN CURATOREN DEZER UNIVERSITEIT!

Gi zult mjj ‘wel willen toestaan U hier mijn dank uit te
spreken voor het vertrouwen, dat gij door Uwe aanbeveling
blijk gaaft in mij te stellen.

Het zal zeker door ieder Uwer gepast worden geacht, indien
ik, bij het eerste openbaar optreden in =zijne plaats, aan
de nagedachtenis van mijn voorganger, den zeer betreurden
Scroute; een woord wijd. Zoo iemand, dan verstond hij het,
de bewijsvoeringen en uitkomsten der ruimteleer; in hare meest
algemeene beteekenis, door levendige voorstellingsgave ook voor
den ruimtezin te doen spreken. Moeilijk zou het wellicht leder,
zal het althans mij, vallen, zijn onderwijs zoo voort te zetten,
dat leerlingen die nog het voorrecht hadden zijne lessen te
volgen, niet onwillekeurig tot teleurstellende vergelijking worden
geleid. Deze gedachte moge miij de scherpste spoorslag zin, aan
de taak, welke zijne hand zoo plotseling moest loslaten, mijne
beste kracht te geven.

HoocoeLEERDE HEEREN AMBTGENOOTEN, AAN DEZE UNIVERSITEIT
VERBONDEN,

De roep, welke van Uwe onderlinge waardeering en Uw
hartelijk onderling verkeer uitgaat, alsook het welkom,; dat mj
reeds door velen Uwer werd toegeroepen, doen mij levendig
gevoelen,” dat het slechts aan mij zal liggen, mij weldra thuis
te gevoelen in Uw midden. In Uwe welwillendheid, inzonder-
heid die van U, Hoogleeraren in de Faculteit welke mi heden.
opneemt, beveel 1k mij met vertrouwen aan.

HooaarrerrDE ScHUH,

Onze prettige en voor mij immer leerrijke samenwerking
sinds eenige jaren aan andere taak doet mij verwachten, dat
ook mijn arbeid hier door het feit, dat hij geschiedt in nauwe
aanraking met U, slechts kai worden veraangenaamd.




Dayves BN Heerexy StuDeNTEN !

Dat het aantal van T, tot wie mijn onderwijs gericht zal
zijn, geringer is dan in mijn vorigen werkkring, acht ik geen
bezwaar; noch de ijver, noch de zorg, waarmede het dient te
worden gegeven, zullen deswege minder zijn. Hartelijk hoop
ik, dat andere factoren, voor waarlijk vruchtdragend onderwijs
van noode, wederzijdsche genegenheid en vertrouwen, door deze
zelfde omstandigheid zelfs nog bevorderd mogen blijken.

Tk heb gezegd.
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