
Mathematics. Zur hyperbolischen Geometrie. Von J. C. H . GERRETSEN. 
(Communicated by Prof. J. G. VAN DER CORPUT.) 

(Communicated at the meeting of May 30. 1942.) 

Einleitung. 

Behufs der Begründung der Bolyai-Lobatschewskijschen Geometrie hat HILBERT die 
Endenrechnung erfunden und hat damit gezeigt. dasz man den Geraden der. hyperbolisch en 
Ebene derart Koordinaten zuordnen kann. welche der Menge der Enden entnommen sind. 
dasz die Gleichung eines Punktes eine lineare ist 1) . Damit ist die Möglichkeit gegeben die 
hyperbolische Geometrie in die projektive Geometrie einzuordnen. 

Vor kurzem hat DE KERÉKJÁRTÓ eine Begründungsmethode 2) gegeben. die wesentlich 
von der von HILBERT gegebenen verschieden ist und sich vielmehr an ein Verfahrért 
anlehnt. das HESSENBERG für die Begründung der eillptischen Geometrie verwendet hat 3). 
in · der von DE KERÉKJÁRTÓ gegebenen Darstellung wird eine Pseudogeometrie konstruiert. 
welche sieb als Euklidisch erweist. wodurch die hyperbolische Geometrie in der bekannten 
von POINCARÉ herrührenden Gestalt erscheint. Zwar wird das Ziel mit ganz elementaren 
Mitteln erreicht. aber das Vorgehen ist ziemlich weitschweifig. Zudem hat die Arbeit 
DE KERÉKJÁRTÓS èine Lücke. denn für die Möglichkeit des Aufbaus des · POinca·réschen 
ModelIs in einer Euklidischen Ebene .musz auszerdem noch ein Satz geiten. den ich das 
.. Axiom des Kreises" nennen möcht~ ,tind fi:>lgendermaszen lautet: Jede Gerade, von der 
ein Punkt innerhalb eines Kreises liègt, trdtt den Kreis in zwei Punkten 4). Dieser Satz 
fehlt in der De Kerékjártóschen Arbeit und läszt sich auch nicht aus den da verifizierten 
Axiomen der Euklidische~ Geometrie h~rleiten. Jedoch gilt er in der konstruierten 
Pseudogeometrie. aber für seinen Beweis musz man bei der Entwicklung der hyperbolischen 
Geometrie weiter aushole~ als DE KERÉKJ,ÁRTÓ und HILBERT getan haben. ., 

leh möchte darauf hinweisen. dasz man mit Hilfe der Hilbertschen Endenrechnung sehr 
leicht das Poincarésche Modell aufbauen kann. Zu diesem Zwecke bediene ich mich 
ebenfalls einer Pseudogeometrie. weiche unter Zugrundelegung des Endenkörpers ~. den 
ich in einer vorigen Arbeit 5) gebraucht habe. konstruiert wird. Es stellt sich dabei heraus. 
dasz die Axiome der absoluten ebenen Geometrie 6) ebenso wie das Euklidische Parallelen
axlom in dieser Geometrie erfüllt sind. Dasz auch das oben genannte Axiom des Kreises 
gilt. ist eine fast triviale Folge der Tatsache. dasz im Körper ~ jedes positive Element ei ne 
Quadratwurzel hat 7). Damit ist dann dargetan: Alle Sätze, die man aut dem Wege der 

1) D. HILBERT. Grundlagen der Geometrie. 7 Aufl. (Leipzig und BerHn 1930). An
hang lIl. § 4. 

2) B. DE KERÉKJÁRTó. Nouvelle méthode d'édifier la géometrie plane de Bolyai et de 
Lobatchefski. Comm. Math. Helv. 13 (194~1941). 11-48. 

3) G. HESSENBERO. Begründung der elliptischen Geometrie. Math. Ann. 61 (1905). 
173-184. . , 

4) In der Euklidischen Geometrie folgt dann leicht. dasz zwei Kreise einander treffen. 
wenn der eine Kreis einen Punkt innerhalb und eine:n Punkt auszerhalb des ·anderen Kreises 
enthält. Die gemeinsamen Punkte sind dann die Schnittpunkte e:ines der Kreise und der 
Potenzlinie. 

5) J. C. H. GERRETSEN. Die Begründung der Trigonometrie in der hyperbolischen 
Ebene. Diese Proceedings -iS (1942).360-366.479--483 und 559-566. § 1. Im folgenden 
werde ieb diese Arbeit mit .. Trig." zitieren.· 

6) Trig .• Einleitung. 
7) Trig .. § 1. Satz 26. 
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Poincaréschen Deutung findet, gehören zum Bestande der hyperbolischen Geometrie (im 
Hilbertschen Sinne). insofern man sich für die in dieser Deutung zur Anwendung l\'Om~ 
menden Sätze der Euklidischen Geometrie nur auf die Axiome der absoluten ebenen 
Geometrie, das Euklidische Parallelelenaxiom und das Axiom des Kreises beruft. 

§ 1. Die Poincaréschen Koordinaten. 

Es sei P irgendein Punkt der hyperbolischen Ebene. Das von dem Ende 00 verschiedene 
Ende der Geraden (P (0) sei ;. Die Bewegung <5-i~ <50 führt P in einen Punkt P' der 
Geraden (0. (0) über 8). Das posltive Ende des Lotes in P' auf dieser Geraden sei TI . Wir 
werden nun dem Punkte P das Elementepaar {;. TI} zu'Ordnen und ;. TI die Poincaréschen 
Koordinaten (kurz Koordinaten) des Punktes P nennen. aus einem Gronde. der nachher 
ersichtlich -ist. Umgekehrt läszt sich zu jedem Paar {;. TI}. wobei; und TI> 0 Elemente 
des Körpers 1) sind. ein Punkt P finden. dessen Kordinaten eben ; und TI sind. Denn P 
ist der Punkt. in den der Fuszpunkt P' des Lotes aus dem Ende; auf der Geraden (0. (0) 
durch die Bewegung <5 - H' <50 übergeführt wird. Es wird sich weiterhin als nützlich 
erweisen auch den von 00 verschiedenen Enden Koordinaten zu erteilen und zwar ordnen 
wir dem Ende; die Koordinaten {;.O} zu. 

Vor allem ist es wichtig zu untersuchen. welche Transformationen die Koordinaten 
durch die hyperbolischen Bewegungen erleiden. Um das Ergebnis bequem abfassen zu 
können. werden wir dem Körper 1) die imaginäre Einheit i adjungieren. Es gilt nun 
folgender Satz: 

Die hyperbolischen Bewegungen werden gegeben durch die Formeln: 

(1. I) 

Dabei sind {~. -;j} die Koordinaten des Punktes, bezw. des Endes, der dem Punkt, bezw. 
das dem Ende mit Koordinaten {;. TI} zugeordnet wird vermöge einer Bewegung 9). In 
(1.1) gilt das obere oder das untere Zeichen, je nachdem die Transformationsdeterminante 
). fl' -).' fl positiv oder negativ ist. 

Wir werden den Beweis des Satzes in elnigen Schritten führen. 
a. Zunächst betrachten wir die Bewegung <50. die Spiegeling an der Geraden (0. 00 ). 

Es sei P ein Punkt und P' der daraus durch die Bewegung <5 - ff <50 hervorgehende 
Punkt. Aus der Tatsache. dasz P' bei der Bewegung <50 ungeändert bleibt. während dem 

Punkt P der Spiegelpunkt ti von P inbezug auf die Gerade (0. 00 ) zugeordnet wird. folgt: 

also: 

(1. 2) 

b. Etwas mehr Schwierigkeiten bietet uns die Untersuchung der Bewegung \,l:h. Es 

seien " und - " die Enden des Lotes aus P auf der Geraden (0. (0). Die Bewegung 
<5 -lf <50 führt dieses Lot in die Gerade durch P' mit den Enden -; + " und - ; - " 
über. Daraus folgt auf Grond eines bekannten Satzes 10) : 

8) Trig .• § 1. Satz 18. 
9) Offenbar liegt hier eine naturgemäsze E.rweiterung der Sätze 1 und 2 des § 2 von 

Trig. vor. denn die Spezialisierong TI = n = 0 ergibt eben die dort erwähnte Formel (2. 1). 
10) Trig .. § 2. Satz 4. 
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also: 

(1,3) 

Die Bewegung I.lh ordnet der Geraden (- r. r) die Gerade (_!. !) zu. Wir können 
r r 

nun auch den vorgegebenen Punkt P durch die Bewegung I.13VI: 1.13, in P überführen 1jl); 

y' 

mithin 

und daraus Einden wir: 

(1. 4) 

c. Es sei nun die Bewegung 6'J~ 6
0 

vorgelegt. Da dabei das Ende 00 ungeändert 

bleibt und die Punkte fi' und P' zusammenfallen. wenn wir mit P' den durch die Bewegung 

6_Jf 6 0 aus P hervorgehenden Punkt bezeichnen. so haben wir: 

-
'fJ='fJ. 

also: 

(1, 5) 

d. Schlieszlich betrachten wir die Bewegung I.13Vx \.f3
l

' (y. > 0). Zunächst haben wir: 

da auch jetzt das Ende 00 ungeändert bleibt. Femer wird P àus P' erhalten durch die 

Bewegung 6_:f 6 0 I.13V' 1.13, 6i~ 6 0 • Der Koordinate 7J wird also die Koordinate 

~ =-$ + x ($ + 'fJ) = "1J 

zugeordnet. Damit haben wir gefunden: 

f + i~ = x (~ + i 'fJ). (1, 6) 

Jede Bewegung wird durch Zu-sammensetzung der Bewegungen 6 0,1.13,. 6i~ 6 0, 1.13 V x 1.13 1 
gefunden; daraus ersehen wir. dasz dadurch die Koordinaten eine Transformation (1. 1) 
erleiden. Die dabei auftretenden Koeffizienten sind bis auf einen gemeinsamen Faktor 
bestimmt. Ist umgekehrt eine Transformation (1. 1) vorgelegt. dann können wir diese aus 
den soeben betrachteten Transformationen (1. 2). (1. 4). (1. 5) und (1. 6) zusammensetzen. 
Dazu gehören gewisse Bewegungen. die eben die Transformationen induzi.eren und die 
Zusammensetzung dieser Bewegungen ergibt eine Bewegung. welche die vorgelegte Trans
formation hervorruft. Es kostet wenig ' Mühe darzutun. dasz dlese Bewegung durch die 
Transformation eindeutig bestimmt ist 12). 

11) Trig .. § 1. Satz 25. 
12) Man vergleiche die Betrachtungen von Trig .. § 1. 
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Wir bemerken noch. dasz man die Koordinatentransformation sofort hinschreiben kann. 
wenn man die zur Bewegung gehörige Endentransformation kennt. denn die Koeffizlenten 
in beiden Transformationen sind die nämlichen. 

§ 2. Die Gleichungen der Geraden und des Kreises, 

Aus der Definition der Poincaréschen Koordinaten ergibt sich ohne weiteres: 

1. Die Gleichung einer durch das Ende 00 gehenden Geraden lautet: 

Dabei ist ao das von 00 verschiedene Ende der Geraden. 

(2. I) 

Wir wollen nun eine Ge.rade betrachten. die nicht durch das Ende 00 geht. Dafür gilt: 

2. Die Gleichung einer nicht durch das Ende 00 gehenden Geraden lautet: 

(2.2) 

Dabei sind {ao. {Jo} die Koordinaten des Fuszpunktes des Lotes aus dem Ende 00 aul der 
Geraden. 

Wir können die gegebene Gerade durch die Bewegungl.O VT 1.01 6_}a" 6 0 in die Ge-

~ 
rade (- 1. + 1) überführen. Irgendeinem Punkt P {ç. ?}} der gegebenen Geraden wlrd der 

Punkt P {~ ~} der Geraden (-l. + 1) zugeordnet. während: 

(2.3) 

wie auf Grund der am Schlusse ·des vorigen Paragraphen gemachten Bemerkung ohne 
Mühe ersichtlich ist. Die Multiplikation mit dem konjugiert komplexen Ausdruck ergibt: 

Wir sahen aber beim Beweise des Satzes des vorigen Paragraphen. dasz 

ist {Formel (J. 3) ), also: 

(~-ao)2 + 'fJ2 = f3~. w. z. w. b. 

Wir werden nun die Gleichu'llg eines Kreises mit Halbmesser r her!eiten, dessen Mitte!
punkt der Punkt 0 ist. Es sei e = exp r gesetzt. Dann hat offenbar der auf der Halb
geraden (000 ) liegende Punkt des Kreises die Koordinaten {O, e} 13). Ist nun {ç. ?}} 
irgendein Punkt des Kreises, dann kann der ·soebengenannte Punkt durch einc Drehung 
um 0 in den letztgenannten Punkt übergeführt werden. Wenn wir den Drehung-sparameter 
mit {) bezeichnen 14). so gilt mit Rücksicht auf die Bemerkung am Sch!usse des vorigen 
Paragraphen: 

, ie+'!9-
~+t'fJ=1 '(J' -te 

Die Multiplikation mit dem konjugiert komp!exen Ausdruck ergibt: 

13) Trig .• § 3. 
14) Trig., § 2, Satz 5. 

(2.2) 
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und darausgeht hervor: 

(2,3) 

Anderseits ergibt sich nach leichter Rechnung aU'S (2, 2): 

(2,4) 

Daraus folgt in Verbindung mit (2,3) : 

~2 + 1]2 + 1 = ((> + (>-1) 1] = 21] cosb r, 
oder: 

(2,5) 

Wir sind nun imstande folgenden Satz zu beweisen: 
2. Die Gleichung eines Kreises mit Halbmesser r und Mittelpunkt {ao. Po} lautet: 

(2,6) 

Die Bewegung \l3 Vi \.1:\ 6_1 ex" 6 0 ordnet nämlich einem ' beliebigen Punkt {~. 17} dieses 

~ 
Kreises den Punkt des Kreises urn 0 mit dem Halbmesser r zu. dessen Koordinaten 
- 1 - 1 . 
~ = - (~ - ao).17 = -17 smd. Aus (2.5) folgt nun leicht die Richtigkeit der Behauptu'Ilg. 

fJo Po 

§ 3. Die Entfernungsformeln. 

Es seien Pi {~l. 171l und P2 {~2. 172} zwei nicht zusammerifaIlende Punkte. Unter der 
Entfernung dieser Punkte verstehen wir die von der Strecke Pi P2 erzeugte Strecken
klasse J.5). Es gilt der Satz: 

1. Die Entfernung d der Punkte Pi {~i. 17t} und P2 {';2. 172l wird gegeben durch die 
Formel: 

(3, 1) 

Der Beweis geht sofort aus dem Satz 2 des vorigen Paragraphen hervor. wenn wir 
beachten. dasz {~i. 171} ein Punkt des Kreises urn den Punkt {~2. 172} mitdem Halb
messer d ist. 

Wir woIlen nun noch einen anderen Au'Sdruck für die Entfernung herleiten. Zu dem 
Zweck beweisen wir: 

2. Es seien a und fJ die beiden Enden der durch die Punkte P1 {~l. 171l und P2 
(~2. 172l bestimmten Geraden. und zwarsei a das von der von Pi ausgehenden und den 
Punkt P2 enthaltenden Halbgeraden bestimmte Ende. Dann ist das Doppelverhältnis. 

' . (3,2) 

reell (d.h. zum Körper 1) gehörig) und gleich exp d. 
Beim Beweise hat man darauf zu achten. dasz das Doppelverhältnis (3.2) gegenüber 

15) Trig .. § 3. 
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Bewegungen invariant ist. sowie die Klasse d. Wir können somit PI mit 0 zusammenfallen 
lassen und P2 in den Punkt {O. exp d} legen. Dann wird das Doppelverhältnis (3.2) : 

[~ i exp dJ _ i - 00 i exp d - 0 - d ---. d -exp . o i - 0 i exp - 00 

womit der Beweis schon erbracht ist. 
Man könnte natürlich auch 

a=lna 
statt 

a =exp a 

schreiben. Dann Eindet man den bekannten Ausdruck: 

(3.3) 

Allerdings darf man nicht übersehen. dasz die formal eingeführte Funktion In zwar der 
Funktionalbeziehung 

genügt. aber keine Basis besitzt. denn in der Menge der Streckenklassen ist keine Klasse 
als die Einheit ausgezeichnet. 

§ 4. Die Pseudogeometrie. 

Den folgenden Betrachtungen wird der Körper fJ zugrunde gelegt. Unter Punkt der 
Pseudoebene verstehen wir ein Elementepaar { ~ . 1]} und unter Gerade der Pseudoebene 
verstehen wir das Verhältnis dreier Elemente {a. {J. y}. wobei a . {J nicht beide Null sind. 
während der Punkt zu der Geraden gehört. wenn die Gleichung 

(4. 1) 

besteht. 
Die Reihenfolge der Punkte gl. 1]1}. {~2 . 1]2}. { ~3. 1]3} •. . . auf einer Geraden. wovon 

keine zwei zusammenfallen. wird bestimmt durch die Reihenfolge der Elemente ~1. ~2. ~3 • .. . • 

oder 1]1. ' )2. 1]3 . .. .. Von den Punkten für die a ~ + {J 1] + y dasselbe Vorzeichen hat. sagen 
wir. dasz sie auf derselben Seite der Geraden {a. {J . y} liegen. 

Die Bewegungen in der Pseudoebene werden gegeben durch die Formeln: 

(4.2) 

Dabei sind x . o. ~o. 1]0 gegebene Elemente mit x 2 + 0 2 = I. 
In bekannter Weise kann man veriEizieren. dasz in der Pseudogeometrie die Axiome der 

absoluten ebenen Geometrie und das Euklidische Parallelenaxiom erfüllt sind. Auszerdem 
läszt sich leicht nachprüfen. dasz auch das Axiom des Kreises erfül1t ist. da im Körper f) 
die QU'adratwurzelziehung aus positiven Elementen möglich ist. 

Aus den vorhergehenden Betrachtungen erweist sich. dasz die Punkte der hyperbolischen 
Ebene umkehrbar eind eu tig auf den Punkten der Pseudohalbebene 1] > 0 abgebildet werden 
können. Das Bild einer hyperbolischen Geraden ist entweder eine Halbgerade. senkrecht 
auf der Geraden 1] = 0 und mit dem Endpunkt auf dieser Geraden. oder ein Halbkreis. 
dessen Endpunkte zu dieser Geraden gehören. Den hyperbolischen Bewegungen ent-
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sprechen bestimmte Transformationen der Pseudoebene. die aus den folgenden zusammen
gesetzt werden können: 

B. die Spiegelung an der Geraden ~ = 0; 
b. die Inversion inbezug auf den Einheitskreis um den Punkt {O.O}; 

c. Translationen llings der Geraden 'IJ = 0; 
d. Homothetien. deren Faktor positiv ist und als Zentrum den Punkt {O.O} haben. 
Den Kreisen der hyperbolischen Ebene entspreehen Kreise der Pseudohalbebene und 

konzentrisehen Kreisen der h,yperbolischen Ebene sind Kreise zugeordnet. welche einem 
Büschel mit Potenzlinie 'IJ = 0 angehören. 

Die von 00 verschiedenen Enden korrespondieren umkehrbar eindeutig mit den Punkten 
der Geraden 'IJ = o. Man kann sich nun leicht klar machen. dureh welche elementargeo
metrischen Operationen die Hilbertsche Endenrechnung si eh veranschaullchen läszt. 


